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A 2009. szeptember 29-i eléadas kibdvitett valtozata
Lejegyezte és szerkesztette Lovas Lia Izabella

Bevezeté feladat: Valaki kivalasztja egy sakktabla egy tetszéleges mezéjét. Legaldbb hany
eldontendé kérdésre van sziikségiink ahhoz, hogy biztosan kitalalhassuk a gondolt mezét?

A feladat megoldéasa igen egyszerii: 6 kérdés elég, ugyanis minden Iépésben feloszthatjuk két egyenlé részre
a még sz6ba johet6 mezéket, és rakérdezhetiink, hogy a keresett mezé melyik csoportban talalhaté. llyen
maodon a hatodik kérdés utan egyetlen mezé marad. Masrészt hatnal kevesebb kérdés nem lehet elég: ha a
még ki nem zart mezéket kdvetkezé kérdésunk két nem egyenlé csoportra bontja, akkor mindig lehetséges,
hogy a kivalasztott mezé a nagyobb elemszamu halmazba kertil.

Felvetédik: vajon akkor is 6-e a fenti feladat megoldasa, ha elére meg kell adnunk az &sszes
kérdésunket, és csak ezutan kapjuk meg a valaszokat?

Megoldas: Igen. Képzeljik el, hogy minden mezéh6z hozzarendeliink egy 6 karakterbél allé 0-1 sorozatot.

Ezekbsl éppen 2° =64 kilonbozé létezik, igy a sakktabla minden mezejéhez kiilénb6zé sorozatot
rendelhetlink. Elsé kérdésunk az lehet, 1-es-e a mez6hodz tartozd sorozat els6 eleme, majd ugyanigy
végigmehetlink a sorozat 6sszes bitjén. A hatodik kérdés utén ismerni fogjuk a mezéhoz rendelt teljes
sorozatot, tehat magat a mezé6t is kitalaltuk.

A fenti egyszerl példaban a sakktdbla mezéihez 0-1 sorozatokat
rendeltiink, 1ényegében kbdoltuk 6ket. Egy-egy ilyen 0-kbdl és 1-esekbél allé
sorozatot a késébbiekben binaris kddszonak fogunk nevezni.

Az informaciéelmélet szliletése Claude Shannon nevéhez fiiz8dik, aki
1948-ban megjelent A Mathematical Theory of Communication cimd
munkdjaban lefektette a matematika ezen Uj terliletének alapjait. A késébbi
évek jelentss eredményei kozll is szamos az 6 nevéhez f(iz6dik. Ezen iras
keretein belll csak arra van lehetéségiink, hogy rovid izelitét adjunk az
informaciéelmélet alapfogalmaibdl, illetve vazlatosan ravilagitsunk egy érdekes
kapcsolatra a grafelmélettel.

Ajanlo
-A Mathematical Theory of Communication:
http://cm.bell-labs.com/cm/ms/what/shannonday/paper.html
-Aaron D. Wyner: Shannon mivének jelentésége:
http://cm.bell-labs.com/cm/ms/what/shannonday/work.html
-Claude Shannon a MacTutor Matematikatorténeti Gydjteményben:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Shannon.html
-Claude Shannon — Father of the information Age (film):
http://www.youtube.com/watch?v=z2Whj_nL-x8
Egy adott (izenet informéci6tartalmat a kédolasdhoz minimalisan sziikséges bitek szamaval fogjuk
mérni. Erdemes megfigyelni, hogy ez teljesen fiiggetlen az lizenet tartalmatél, amitél fiigg, az a lehetséges
Uizenetek szdma. Adott kommunikéacids helyzetben téreksziink arra, hogy minél révidebb tzenetet kildjunk.
Pontosabban fogalmazva, azt akarjuk elérni, hogy Uzenettink varhatd hossza minimalis legyen. Figyelembe
szeretnénk venni, hogy egy esemény lehetséges kimenetelei kézil nem biztos, hogy mindegyik azonos
val6szintiséggel kdvetkezik be. llyenkor nem biztos, hogy minden kimenetelt érdemes azonos hosszUsagu
kddszavakkal kodolni. Vegytink egy példat:
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Minden héten lottozunk, és honap végén (azaz négyhetenként; az egyszeriség kedvéért feltessziik,
hogy minden honap 4 hétbél all) szeretnénk egy Uzenetben elkiildeni, melyik héten nyertlnk, és
melyiken nem. Ez nyilvan megoldhato, ha 4 hosszusagu binaris kodot alkalmazunk: azokhoz a hetekhez,
amikor nem nyertiink, 0-t rendeliink, ellenkezé esetben 1-et. Ez a mddszer nem tul gazdasagos: ha az
eljarast minden hénap végén megismételjik, az esetek donts tobbségében a 0000 sorozatot fogjuk
elkuldeni. Ehelyett kiildhetiink pl. egyetlen O bitet, a tébbi, nagyon kis valoszinliségl esetet pedig 1
bitnél hosszabb sorozatokkal kddoljuk. Ha az Uizenetek kiildését hosszu idén at folytatjuk, atlagosan
nyilvan 4-nél joval kevesebb bitet kell elkildentink havonta.
A tovabbiakban is binaris kodokkal foglalkozunk. Vizsgéljuk azt az esetet, amikor n lehetséges
kimenetel van, az i-edik kimenetel valészindsége pi, a hozza rendelt kddszé hossza pedig li . Célunk, hogy a

an xl. 6sszeget, ami a kiildott tizenet atlagos hossza (mésként fogalmazva: az tizenet hosszanak varhato
i=1
értéke), minimalizaljuk.

Meg fogjuk mutatni, hogy épiXIi alulrdl becsiilhets a P=(p1,p2,ps,...,pn) valoszinlségeloszlas
i=1

ey

Entropia:

) 1
H(P)=a p; X|0g2 F

i=1 i

Szokés ezt gy értelmezni, hogy a pi valoszintiség(i esemény bekdvetkezésének informécidtartalma

log, —, és igy az adott valdszin(iségi valtozo értékei atlagosan H(P) informaciét hordoznak. Az alabbi
i
egyszer( tények azt mutatjak, hogy ez az értelmezés dsszhangban van néhany természetes elvarassal:
- Biztos esemény bekdvetkezése nem ad informécidt, igy elvarjuk, hogy a pi=1-hez tartoz6 esemény

informaciétartalma 0 legyen. log, 1 = 0 val6ban teljesul.
Két egyforma valészin(iségii esemény egyikének bekdvetkezte jelentsen 1 bit informaciot.

Ennek a feltételnek is megfelel a fenti értelmezés: log, é =1.

Egymastol fiiggetlen események egylittes bekdvetkezésének informacidtartalma egyezzen meg az
egyes események bekdvetkezte altal hordozott informacidtartalmak dsszegével. A logaritmus
azonossagai szerint ez is teljesil, ugyanis:

b 1 1
alog, —=log, -

R O,
=1 J

(Ez azért jo igy, mert az egymastol fliggetlen p1, p2, ..., pi események egyuttes bekdvetkezésének

AL
valoszinisége Q p; )
j=1
Ajanlo
-Patkds Andras: Entropia — kulcs az univerzum megismeréséhez, Természet Vilaga
http://www.termeszetvilaga.hu/szamok/tv2008/tv0810/patkos.html
-Wikipédia: A Shannon-féle entrépiafliggvény
http://hu.wikipedia.org/wiki/Shannon-entr%C3%B3piaf%C3%BCagv%C3%A9ny
-Jaték az angol nyelv entropiajarol
http://math.ucsd.edu/~crypto/java/ENTROPY/
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n
Most mar megfogalmazhatjuk Shannon é p; I, minimuméra vonatkozo tételét:
i=1

Tétel:
Ha p1,p2ps,....pn valoszintségekkel bekovetkezé esemeényeket Ililo,ls,...,In hosszisagl binaris
kddszavak kodolnak — egyértelmdien dekddolhato médon — akkor:

H(P)£m|ng_apIXI : H(P)+1

A fenti tételben szerepel az egyértelmiien dekddolhatdsag fogalma. Ennek jelentése, hogy egy kddszavak
egymas utan flizésébdl kapott sorozat egyértelmden vaghaté szét kddszavakra, azaz ha egy izenetben tébb
kdédszot kildink el egymas utan irva, a cimzett akkor is egyértelmden kiolvashatja beléle, amit kézolni
akartunk. Ennek elégséges, de nem sziikséges feltétele, hogy kddunk prefix legyen:

Prefix kod:
Nincs benne olyan kddszo, mely megegyezne egy masik kodszo elejével.

Kdnnyd meggondolni, hogy egy prefix kéd valéban mindig egyértelmden dekddolhatd. Csak a szemléltetés
kedvéért tegyiik fel, hogy kildott tzenetiink pl. a 0110011 kddszéval kezdédik. Kodunk prefix, igy ez a
bitsorozat nem eleje egyetlen masik kddszénak sem, tehat az lizenet olvaséja egyértelmden el tudja donteni,
hogy az elsé kddsz6 legfeljebb 7 bithél all. Viszont kdédunk prefix voltabol az is kovetkezik, hogy 0, 01,
011,..,011001 bitsorozatok egyike sem lehet kodszo. llyen mddon lzenetlink cimzettje egyértelmien
kiolvashatja az els6 kodszot. Az eljarast tovabb folytatva kdnnyen belathatjuk, hogy Uzenetlink mindig
egyértelmden dekodolhaté.
A tétel bizonyitasa elétt lassunk néhany egyszerd példat, melyek érthet6bbé teszik az allitast!
|. Példa: Kétszer egymas utan feldobunk egy pénzérmét. A kdvetkezé kimenetelek lehetségesek: 2 db
fejet, 2 db irast, vagy 1 fejet és 1 irast kapunk (ez utobbi esemény kétféleképpen is bekdvetkezhet,
dobhatunk elészor fejet, utana irast, vagy forditva, de most nem kiilénbdztetjik meg ezt a két esetet).

Szeretnénk lekddolni a 2 dobas eredmeényét. 2 db fej, illetve 2 db irds dobasanak valdszinisége 7 1

fej és 1 irds dobasanak valészindsége 2 (éppen azért, mert ez a kimenetel kétféle médon is adédhat).

Vélasszuk a 3 sziikséges kddszo hosszéat a kovetkezéképpen:
l,=1,=log, % log,4=2,illetve |, = Iogz%—l llyen kddszohosszakkal talalhatunk prefix, tehat
4 2

egyértelmden dekddolhatd kddot. Legyen pl. az 3 valoszintiségld esemeéeny kddja 1, masik ket

kddszavunk legyen 01 és 00. Nyilvanvalo, hogy ez a kddolas megfelel.
A fenti kod alkalmazésa esetén a tétel els6 egyenlStlensége egyenléséggel teljesil:

3

an —2X—I0924+—I0922 S pirlog, == H(P)§—§9
i=1 i=1 i

2. Példa

Kovetkezé példankban H(P)< é_ p; Xl teljestil. Egy lezart dobozban elhelyeziink 1 db piros, 2 db kék,

i=1

3 db zold és 4 db sarga labdat, majd taldlomra kihlzunk egyet. Ekkor % val6szindiséggel piros, % = %

val6szintiséggel kék, % valészintiséggel zold, végll % =§ valoszintiséggel sarga labdat hazunk. A

huzas eredményét szeretnénk lek6dolni. ElGszor probalkozzunk minden lehetséges kimenetel esetén
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é 1u 1 ..
a @Iog2 —i kédsz6hosszal (ezt a gondolatot a H(P)-t megad6 egyenletben szerepls log, — kifejezés

e Pi pi
10y
sugallhatja): I, = glog, 10 =4, 1, = glog, 54 =3, |, = 8Iog2 i =2, illetve |, = 8Iog2 ZH =2.Az
I hosszak ilyen megvalasztasa mellett:

4
é p, xl; = iX4+1X3+EXZ+EX2 =2,4. Masrészt ezen valoszintiségeloszlas —entropiaja:
-1 10 5 10 5

H(P) = ap.x|092——1ox|09210+ XIog25+?E)Iogzs? %Hogzg»l,846.

i=1 i

Lathat6, hogy H (P) < é p. il <H(P)+1.

i=1

Néhany esetet megvizsgalva kdnnyen rajohetiink, hogy a kddszavak hosszat a fentinél ligyesebben is
megvalaszthatjuk: l, =3, l,=3, l,=2, l,=1.
llyen kodszohosszakkal készithetlink prefix, tehat egyértelmden dekdédolhat6 kodot, pl. a kdvetkezs
kddszavakkal: 0, 10, 110, 111. (Persze ebbdl kdvetkezik, hogy 2,2,3,4 kddszohosszakkal is létezik
megfelelé kod, hiszen ebben a kdédban minden kddsz6 legaldbb olyan hossz(, mint az elSbbi
konstrukci6ban.)

Ekkor:

4
2 ,x|,:ix3+1x3+ix2+zx1:1,9
anpt 10 5 10 5

i=1

4
A H(P)< & p,*l, < H(P)+1 egyenlstienségek most is teljestilnek.

i=1

Térjunk vissza tétellink bizonyitasahoz! Ehhez felhasznaljuk az alabbi lemmat:

Kraft-McMillan egyenlétlenség:

1. Haadott egy egyértelmden dek6dolhato kdd I, lz,...,In hosszUsagu kddszavakkal, akkor é_z"‘ £1

i=1

n
2. Ha éZ"i£l teljestl az ly,lp,..,In pozitiv egészekre, akkor létezik prefix kéd ezen
i=1
kddszohosszakkal.

A lemma bizonyitasa el6tt most is prébaljuk néhany példaval érthetébbé tenni az allitast!

3. Példa
A tétel utani 1. példaban lattuk, hogy létezik prefix kod 1, 2, 2 kddsz6hosszakkal. Ezek val6ban
kielégitik a fenti feltételt: 27" +22+272 =1,

4. Példa
A 2. példdban 1, 2, 3, 3 kddszbhosszakra  készitettlnk  prefix  kddot:
27 +27 42742 =1,

5. Példa
Ugyanebben a példaban nem hasznalhattuk volna pl. az 1, 2, 2, 3 kédsz6hosszakat, ugyanis:
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271 +2%2 422428 :§>1.

Kénnyd meggondolni, hogy ilyen prefix kdd valéban nem létezhet: legyen pl. az 1 bites kédsz6 1.
Ekkor a két db 2 bites kodsz6 csak 01 és 00 lehet, de ekkor nem létezik olyan 3 bites kodszd, melynek
nem eleje a fenti 3 kodsz6 egyike sem.

270 +27242°%+2%42°+2% 428 <1. Mutatunk egy prefix kédot 1,2,3.4,6,8,8 hosszisagl
kddszavakkal: 1, 01, 001, 0001, 000011, 00000010, 00000001.

A példak utan kovetkezhet a

lemma bizonyitésa (kulon latjuk be az 1. és a 2. allitast):
Az 1. allitas igazolasa:
k

Vizsgaljuk gaZ . + értékét! Jelolje C* a k db kodszd6 egymas mellé irasaval keletkezett

k
kodszosorozatok halmazat. Ekkor 8 a 270 = é 27l vagyis C* minden o elemének hossza megjelenik az
i ﬂ sTck
0sszeg egy-egy tagjaban mint 2 kitevsjének abszollt értéke. Ezt a kdvetkezé gondolatmenettel lathatjuk be:

n
é 27" osszeget k-adik hatvanyra emelve, a szorzasokat elvégezve a kapott 6sszeg minden tagja 2 egy olyan
i=1
hatvanya, ahol 2 kitevsjének abszolut értéke k db (persze nem feltétlendl kiilénb6z6) | kddszéhossz 6sszege.
Tehat a kitevs abszolut értéke minden esetben C* egy-egy elemének hossza lesz.

Maésrészt az ljhosszakbdl képezett minden lehetséges sorozat megjelenik az 6sszeg egy-egy tagjaban,
mint 2 kitevéje, igy a fenti Gsszegzést C dsszes elemére kell elvégezni, ami éppen a fenti allitas.

Jelolje Kix az | hosszl C* -beli kddszdsorozatok szamat. Az dsszes | hossziisagl o sorozat esetén a fenti
osszegben 2" fog allni, és | minimalis értéke K-lmin (Imin az |;k6dsz6hosszak kozil a minimalis), maximalis értéke
pedig K-lmax (Imax @z I; kddszéhosszak maximuma), igy:

k*1
} %
é 2 = a K2
STCk I:k*lmm
Most  felhasznaljuk, hogy kédunk egyértelmien dekddolhatd. Osszesen 2' db kilonbozs |
hosszlsagu binaris kodszo létezik (hiszen az | db bit mindegyike 0 vagy 1 értéket vesz fel), igy K, £ 2" azaz:
k*1 k*1 k*1
d1ax _ dﬂx B d1ax
a K, g 2'2'= g 1k«
I=k*1 I=k* 1=k*|
Végeredményben a kbvetkezét kaptuk:

min min min

'°£k|

8'2

Mindkét oldalbdl k-adik gyokdt vonva:
az' £kl
i=1

7 - k -1 4 - K — . / z . z z . Z
Felhasznalva, hogy l'&l& 1és L%Q*“max 1, a fenti egyenlétlenség mindkét oldalanak limesét

véve:
n
Q2" £l
i=1
Ezzel az 1. allitas bizonyitasat befejeztik.
A 2. allitas igazolasa:
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n
Legyenek I,l2,...,In olyan egész szamok, melyekre éZ"i £1. Az altalanossag korlatozasa nélkul
i=1
feltehetjik, hogy li<lp<ls<...<l,. Konstrudlunk egy prefix kddot ezen kddszéhosszakkal. Ehhez definialjuk a
kovetkezd wi, Wo, ... , W Szamokat:

w, =0
=80 T3
Wj_g IJ { [ ] ln}

Ekkor w. = 2" jé_l_z"k <2, ugyanis 52"* < 32"* £1
J : :
k=1 k=1 k=1
Az |; hosszuséagu kddszavunk legyen w; 2-es szdmrendszerbeli alakja. wi< 2" miatt az igy kapott kddszd
hosszusédga maximum I. Amennyiben a kodszé |-nél révidebb, az elejére irt 0-kal a kivant hosszusaglra
egészithet6 ki. Megmutatjuk, hogy ezzel az eljarassal prefix koédhoz jutottunk. Indirekt bizonyitast
alkalmazunk:

Tegyuk fel, hogy a kapott kod mégsem prefix. Ekkor léteznek olyan w; és w; szamok (i<j), hogy a w;
felhasznalasaval kapott kddsz6 eleje megegyezik a w; felhasznalasaval kapott kddszdval. Két esetet
vizsgalunk:

Ha i 11, akkor wi és w; kettes szamrendszerbeli alakja is 1-essel kezdédik, igy a kod prefix volta csak
gy sérilhet, ha a két szam elé ugyanannyi O-at irtunk, amikor a megfelelé hosszlsagura egészitettiik ki
6ket. Ekkor w; kettes szamrendszerbeli felirasanak eleje megegyezik w; kettes szamrendszerbeli alakjaval.
Vizsgaljuk meg egy példan, mit jelent ez:

Legyen pl. wj=100110101 és wi=10011. A két szam hosszanak killénbsége 4. wj—t 2* =16 -tal elosztva
10011,0101-et kapunk (itt”,” a "kettedesvesszé™ ). Ennek egészrésze 10011, ami éppen wi-vel egyenlé.

Konnyen lathatd, hogy a fentihez hasonld 6sszefliggés altalanosan is igaz. Képlettel megfogalmazva:

éj61 -, U
. Y- VAT
_eW u_‘?g u_ej_lzl,-|ku
Wi= g |,-|,LI_§ - u_ea
92 u € 2 U @ek=1 u

(Itt felhasznaltuk, hogy w; és wi elé ugyanannyi O-t irtunk, igy Ii-li megegyezik a két szam hosszanak
kulénbségével.)
Masrészt a definicio alapjan:

i1
w, =2\,
k=1
j-1 i-1
Mivel j>i, a & 2"~ 6sszegben szerepel 2™ =2° =1, ezataga g 2" dsszegben nem jelenik meg.
k=1 k=1
it 5 it 5t
Mésrészta g 2" dsszeg minden tagja szerepel a @ 2" 6sszegben, igy g 2" < Q2" ™ -1, amibsl wi=
k=1 k=1 k=1 k=1

'S elgt 0 . . o
A2 <gA 2" = wi kovetkezik, tehat ellentmondasra jutottunk.
k=1 k=1 u

Ha i=1, akkor w; felhasznalasaval egy csupa 0-bol all6 kodszot kapunk. igy w; 1 db 0-val kezdédik. Azonban
a wj-t megado dsszegben szerepel 2™ ennek kettes szamrendszerbeli alakja mar onmagaban I, -1, +1
hosszuségu, ha ez elé még |, db O-t irnank, akkor I;-nél hosszabb kddszohoz jutnank, ami ismét ellentmondas.

Azzal a feltételezéssel, hogy a kapott kdd nem prefix, mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, ami a
lemma helyességét bizonyitja.

Az el6z6 bizonyitasban hasznalt konstrukciot jobban megvilagithatjuk egy példaval. A 4. példaban lattuk,

4
hogy &2 E£lteljesil az 1=11,=2,15=3,=3 kodsz6hosszakra. Ekkor:w, =0, w,=2%"=2,

i=1
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2 3
w,= Q25 =22+2' =6 6s w, = 2% =22+ 2" +2° = 7. E négy szam kettes szamrendszerbeli
k=1 k=1
alakjai rendre 0, 10, 110, 111. Lathat6, hogy prefix kddhoz jutottunk, megfelelé kddszohosszakkal.
(Eppen visszakaptuk a 2. példaban mutatott kddszavakat.) Most nem volt sziikség arra, hogy a szamok
kettes szamrendszerbeli alakjanak elejére 0 szamjegyeket irjunk.

A lemma bizonyitasa utan hozzalathatunk eredeti tétellink bizonyitasahoz.

A tétel bizonyitasa:

El8szor a H(P) £ min E é p; xl, gt')sszef[]ggést bizonyitjuk. Vizsgaljuk a kdvetkezd kilonbséget:
i=1 [’}
S _ & 1 & 1 & 1
H(P) - ab Xli =ab X|ng— tap Xlong_ ab X|ng—|i
i=1 i=1 P = 2 i=1 P, ¥2
(Felhasznaltuk, hogy -I. =log, 27" = Iogzz—lli, és hogy az azonos alapu logaritmusok 0sszege a szorzat

: 1

logaritmusaval egyezik meg.) Alkalmazzuk a Jensen egyenlStlenséget é_ P, Xlogz—zl_-re. Eszerint a
i=1 p,x2"

logaritmushoz hasonlé konkav filiggvény esetén:

éf(xi) géxig
i=1 EfQI_l -
n ¢ n =

g

Az egyenlétlenség egzakt bizonyitasa helyett megmutatjuk annak szemléletes jelentését:

& Jensen egyenlitlenség szemléletes jelentése

6 —
4
i F
27 TEF,
1] T T 1
10 20 20
_7

Az dbra az n=4 esetet szemlélteti. Kiszamitottuk a fliggvényértékeket x1=0,7, xo=2, X3=5 és x4=23 helyeken. Az
igy kapott négyszdg sulypontjanak koordinatai:
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4

ax

ez az abra TKP pontja. Lathatd, hogy konkav fliggvény esetén ez a pont a ':14 -hez tartozé fliggvényérték

ald esik (ez utdbbi az abra P pontja).
Alkalmazzuk a Jensen egyenlétlenséget a Iogaritmustggvényre'

ap.xlogz : £I092ap. : IogzaZ £1log,1=0
i=1 pi i pi 2 i=1
Itt az utolsd egyenlotlenségnel a Kraft-Mchllan egyenlétlenséget hasznaltuk. Végeredményben

H(P) - p xI. £ 0 0sszefliggéshez jutottunk,ami a tétel elss felét bizonyitja.
i=1

: - e 1u . : -
Be fogjuk latni, hogy I =alog,—( kodszéhosszak esetén épiXIigH(P)ﬂ teljesul.!
e Pid i=1
A lemma szerint ilyen kodszohosszakkal létezik prefix (tehat egyértelmien dekddolhatd) kod, mivel:
é

g 7eosi g 1 s 1 S

a2’ "M=a-——fa—r—=an-1

i=1 izt elog,—j =1 ,l09 i=1

28 Pil 2 i

Viszont:

ap. e|092—u<ap g|092—+1- apxlogz—+ap =H(P)+1.
i=1 g Pt = p; g i= P iz

Ezzel a tételben szereplé masodik egyenlotlenseget is belattuk.

. RS , e 11U
A tétel masodik egyenlétlenségének bizonyitasaban hasznélt I, = alog, —(; kédszéhosszakkal nem
é Pi

mindig kapunk optimalis eredményt. Ez lathaté a Shannon tételét szemléltets 2. példabdl, ahol ezzel a
konstrukcidval 4,3,2,2 kodszohosszakat kapunk, pedig 3,3,2,1 hosszisagl kédszavakkal is megadhatd
megfeleld kod.

A fenti hosszabb bizonyitas utan foglalkozzunk egy kicsit azzal az uttal, melyen at Gzenetiink eljut a
cimzetthez. Ezt a kdvetkez6 abraval szemléltethetjiik:

Vevé

forras -> kodolo -> | csatorna -> Dekodold -> ,
(cimzett)

A kodolé lizenetiinket a megadott kodszavak alapjan kddszéva alakitja, a dekddolé feladata felismerni, mely
0-1 sorozatot kuldtiik be a csatornaba. Eddig csak azzal az idedlis esettel foglalkoztunk, amikor lzenetiink
hiba nélkdil elérte a dekddolot. Ez altalaban nem teljesil, a fenti Abrat kiegészithetnénk a csatornaba belépé
zajjal, mely Gzenetiink egyes bitjeit médosithatja. A dek6dold azért lehet képes felismerni az esetleges hibat,
mert nem kertiilhet be tetszéleges 0-1 sorozat a csatornaba, csak azok, melyeket kddszéként kivalasztottunk.
Pl. ha két kddszavunk 00 és 11, akkor a dekdder nagy valdszintiséggel észreveszi, ha a csatornan valo atjutas
kdzben hiba tortént (csak akkor nem, ha a 2 egymast kovets bit mindegyike ellentétesre mddosult). Ugyes
kddolas esetén nem csak a hiba felismerése, de a hibajavitas is lehetévé valik.

Két célt kell tehat szem elétt tartanunk: alapveté elvaras, hogy lizenetlink a csatorna masik végénél
is érthet6 legyen, az sem kivanatos azonban, hogy a kiildott bitsorozat hossza tulsagosan megnévekedjen. PI.
ha a radioban a bemondé egy fontos telefonszamot csak egyszer mond el, akkor sok hallgaté fogja félreérteni,

! A Kraft-McMillan egyenlétlenség igazolasanal hasznéltuk az g X[ jelolést, ami x alsé egészrészét, azaz a legnagyobb

x-nél nem nagyobb egész szamot jelentette. Most gX{] az x szam fels6 egészrészét, masként a legkisebb x-nél nem
kisebb egész szamot jelenti.
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ha azonban még egyszer elismétli, akkor a hiba valészintisége joval kisebb lesz. Teljesen felesleges lenne
viszont, ha a radidban minden egyes mondat kétszer hangzana el, ekkor az tizenet hossza ndvekedne meg
tllsagosan. Persze a fontos informacié elismétlésével még mindig nem zartuk ki a hibazas lehetéségét, a
félreértés valOszinliségét a lényeges adat Gjabb és Ujabb elismétlésével tovabb csdkkenthetjik, ekkor
azonban ismét a kommunikéacio sebessége csokkenne le tulsagosan.

Vizsgaljunk egy t hosszl 0-1 sorozatot. Ha ilyen hosszisag mellett M db lehetséges lizenetet kiildhetlink
el, akkor a kommunikacio sebességét a kdvetkezéképpen definialjuk:

R = log, M
t

Ez nyilvan M = 2" esetén lenne egységnyi, ennyi killdnb6z6 t hosszisagl lizenetet killdhetnénk, ha nem
kellene a zaj miatt fellépé hibakkal foglalkozni. Ha a hibajavitasra plusz biteket kell raszannunk, akkor R
csokken. Koédunk akkor jé, ha képesek vagyunk kis hibavaldsziniség mellett is gyorsan kommunikalni. Kérdés,
egy adott csatorna esetén mi az R sebesség szuprémuma, ha a hibazas esélyét egy elére megadott € ala
szeretnénk szoritani. (Itt a hibavaloszintiséget kétféleképpen is értelmezhetjuk. Egyrészt kiszdmithatjuk
minden egyes kddszora annak a valdszin(iségét, hogy a csatornan val6 atjutas utan mar nem (vagy rosszul)
ismeri fel a dekddolo, és vehetjik ezen valdszintiségek atlagat. Ezutan ezt az atlagot akarjuk minimalizalni.
Viszont azt is megtehetjik, hogy a kulonbdz6 kddszavakra szdmolt hibaval6szintségek kdzul kivalasztjuk a
maximalisat, és ennek nagysagat szeretnénk korlatozni.)

Szemléletes allitas, és hajlamosak lennénk bizonyitas nélkil elfogadni, hogy nem lehet tetszélegesen
kis hibavaldszintiséggel és egyben pozitiv sebességgel kommunikalni. (Fenti, radiés bemondoval kapcsolatos
példank is azt sugallhatja, hogy az lizenet hossza a végtelenbe tart, ahogy a hiba valészintisége 0-hoz kozelit.
Ekdzben az elkildhets Gzenetek M szama allandé marad, a bemond6é még mindig ugyannyi lehetséges
telefonszam kozil mond el egyet, mint korabban, R tehat 0-hoz tart.) Sokaig altalanos vélekedés volt, hogy
valéban nem lehet pozitiv sebességgel kommunikalni, ha a hibazas esélye 0-hoz tart. Shannon fontos
felfedezése, hogy ez nem igaz: tetszéleges csatornahoz létezik egy kiisz6bszam (és ez sok fontos csatorna
esetében pozitiv), melynél kisebb sebességek esetén a hiba valdszintisége barmilyen kis érték ala szorithato
(a kuszébszamnal nagyobb sebességek esetén pedig a hibazas valoszintisége 1-hez tart.) Ezt az éles
kiiszbbszamot a csatorna kapacitdsanak nevezzik. Shannon csatornakapacitasi tétele, mely az elbbi allitast
kimondja, az informéacidelmélet egyik alaptétele.

A tétel bizonyitasa talmutat ezen iras keretein. A csatornakapacitas viszont szoros kapcsolatban van
egy P valoszintiségi eloszlas H(P) entrépiajaval, mellyel a fentiekben bévebben foglalkoztunk, ezért errél még
sz6lunk par szot.

Egy csatorna (legalabbis egy un. diszkrét emlékezetnélkili csatorna, mi most csak ilyenekkel
foglalkozunk) megadasa a kdvetkezd tablazattal lehetséges:

A tablazat minden sora elé odairjuk a bemeneti ABC (azaz a bemeneti jelkészlet) egy-egy betdijét,
oszlopainak pedig hasonléan a kimeneti ABC egy-egy betdjét feleltetjik meg. (Az eddigiekben csak binaris
kédokkal foglalkoztunk, ilyenkor az ABC a 0 és 1 jelekbdl all.) Az i-edik sor j-edik oszlopaba az a p valGszin(iség
kerdl, mely megmondja, az i-edik sorhoz tartozé bemenet esetén mekkora valdszintséggel kapjuk a j-edik
oszlophoz irt kimenetet. Tekintsuk a kovetkezé egyszeri példat:

0 1
0 1-p p
1 p 1-p

A be- és a kimeneten egyarant a 0 vagy az 1 bit jelenhet meg. Ha a bemeneten 0-t visziink be, akkor a
kimeneten 1-p valdszintiséggel O-t, p valdszinGséggel 1-et kapunk vissza. Hasonléan a bemeneti 1-es a
kimeneten p val6szintséggel 0-t, 1-p val6szintiséggel 1-est eredményez. Idedlis esetben p=0, ekkor a
csatornan at pluszbitek hasznalata nélkil hibamentesen tudunk kommunikalni. Ha p elég kicsi, a hiba
val6szintisége kicsi lesz. Ugyanilyen kedvezd szamunkra, ha p kézel van 1-hez (ilyenkor a bemeneti bit nagy
val6szintiséggel a kimeneti bit ellentettje volt). p=0,5 esetén viszont a csatorna teljesen hasznalhatatlan, a
kimeneten kapott bit tokéletesen fliggetlen a bemenettél.

Az adott csatornan at nyilvan akkor tudunk jol kommunikalni, ha van néhany olyan bemenet, ami
nagy valészindséggel olyan kimenetet eredményez, ami j6 kozelitéssel csak az adott bemeneti jelbdl
keletkezhet.
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A csatorna be- és kimenetéhez is tartozik egy X, illetve Y, be-, illetve kimeneti ABC. A bemeneti jeleket
értelmezhetijiik egy értékeit X -en felvevé valdszindségi valtozoként.? (Persze X eloszlasat mi hatarozzuk meg
a kédszavak megvalasztasaval. Az egyes Uzenetek kildésének valdszintisége a hozzajuk tartoz6 események
bekovetkezésének valosziniségével egyezik meg, viszont mi rendeljik hozza a kbdszavakat az egyes
lizenetekhez.) Ekkor a kimeneten is kapunk egy Y -on adddé valdszindiségeloszlast. Kiszamithatjuk az X

ey

Ve

jeléljuk. Ha a szamitast az 6sszes "a” bemenetre elvégezziik, és a kapott eredményeket atlagoljuk, akkor a
H(Y]X) entrépidhoz jutunk, ami szemléletesen kifejezve annak a mértéke, mennyire marad bizonytalan Y, ha
X-et mar ismerjuk. Masképpen fogalmazva: H(Y|X) megmutatja, mennyi informéaciot hordoz Y megfigyelése
még azutan is, hogy X-et mar tudjuk. Az Y val6szinGségi valtozé eloszlasanak is van egy H(Y) entropiaja, a H(Y)-
H(Y]X) kuldnbség tehat megadja, mennyit arul el X Y-rél. Ha ezt elfogadjuk, akkor szemléletes az az allités,
hogy nyilvan ugyannyit, mint amennyit Y arul el X-rél. Tehat H(Y)-H(Y | X)=H(X)-H(X]Y). Ezt a mennyiséget az
X és Y valbszindiségi valtozok kolcsonds informacidjanak nevezzik, és I(X,Y)-nal jeldljik. A Shannon féle
csatornakapacitasi tételben szereplé kiiszobszdm (azaz a csatorna kapacitasa) éppen C= mPax 1(X,Y).

(Nyilvan az a célunk, hogy Y minél tobbet aruljon el X-rél. A bemenethez tartoz6 X eloszlast mi valaszthatjuk
meg, ezt kell ugy varidlnunk, hogy I(X,Y) maximalis legyen.)
Erdemes még megemliteni, hogy a fenti egyszer(i 2x2-es tablazattal megadott csatorna esetén I(X,Y)

maximalis értéke az 373 bemeneti eloszlashoz tartozik. Nyilvan az a=1 és a=0 bemenet esetén is

H(Y | X=a)=H(p,1-p), igy az atlagolas utan kapjuk: H(Y|X)=H(p,1-p). H(p,1-p)-t h(p)-vel is szokés jeldlni, ennek
értéke csak p-t6l fiigg. Célunk H(Y)-h(p) maximalizalasa. H(Y) egy két értéket felvevé valdszinlségi valtozd

entropiafliggvénye, az Ugynevezett binaris entropiafliggvény,ami tehat qxlog, —+ (1- q)XIogzl—
q -q
alakban irhato, ahol g a két kimeneti jel egyike megjelenésének valdszintisége a kimeneten. A h(q) binaris

entrépiafiiggvény ng -nél veszi fel maximumat, ennek értéke 1, ami az abrarol is leolvashat6:

Bindriz entropiafiiggvény
1.0 1

0,9 S

0.2 S

0,7

0.6

0,5

0.4 -

03 -
0,2 -

0,1 1

2

0l 0z 03 04 03 06 07 0% 09
Tehét I(X,Y) maximalis értéke 1-h(p).

Ajanlo

2 A bemeneti ABC-t X-szel, az itt emlitett valdsziniiségi valtozdt X-szel fogjuk jel6Ini. Ugyanigy kiilonbozé az Y, és az
alabb szintén hasznalt Y jel6lés jelentése.
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-Rényi Alfréd: Ars Mathematica (benne: Az informacié matematikai fogalmarol), Typotex, 2005
http://www.typotex.hu/konyv/Ars%20Mathematica

-Warren Weaver, Claude Shannon: A kommunikacié matematikai elmélete. Az informaci6 elmélet sziiletése

és tavlatai, Budapest, 1986, Orszagos M(szaki Informaciés Kozpont és Konyvtar

-Gyorfi Laszlo, Gyéri Sandor, Vajda Istvan: Informacio és kodelmélet
http://books.google.hu/books?id=0gfLaDnXmXEC

-Benczlr Andras: Szamitogépek és hiradastechnika: az emberiség 0j kommunikéacios korszaka
http://davidalb.web.elte.hu/infkez4/Benczurjegyzetl.doc
http://davidalb.web.elte.hu/infkez4/Benczurjegyzet2.doc

-Petz Dénes: Neumann Janos és a kvantumbitek, eladasjegyzet
www.renyi.hu/~petz/pdf/Fazekas.pdf

A klasszikus informécidelmélettel vald ismerkedés utan térjink &t egy érdekes kapcsolat
ismertetésére az informacidelmélet és a grafelmélet kozott. Gyakorlati szempontbdl altalaban teljesen
kielégits, ha tetszélegesen kicsi hibaval tudunk kommunikalni, mégis feltehetjik a kérdést: lehetséges-e a
hibatlan kommunik&cio?

Térjunk vissza a csatornankat megado tablazathoz. A fenti egyszerd példanal p * 0,1esetén a 0

hibaval val6 kommunikéacio nyilvan teljesen reménytelen. Lassunk egy masik példat:

Yi | Y2 | Y3 | Ya | ¥s
x1101]02(04|02]|0,1
X2 0] 0 (07| 003
x3/05/01(01]0,2]|0,1
X4101106 0 03| O
xs02]05(01]0,1]|0,1

Nyilvanvald, hogy ilyen csatorna esetén az x» és az X« bemeneti jelet mindig meg tudja kulénbéztetni
egymastol a dekddold, hiszen xa-bsl nem keletkezhet sem az ys, sem az ys kimenet, x; bemenet esetén pedig
a kimeneten biztosan ezek egyike jelenik meg. Kicsit altalanosabban fogalmazva: ha két bemeneti jel olyan,
hogy a tablazat barmely oszlopat vizsgalva maximum egyikiknek a sordban all pozitiv érték, akkor ezt a két
jelet biztosan meg tudjuk kilénb6ztetni egymastol. Ha viszont nem létezik legalabb két olyan bemeneti jel,
melyek garantaltan nem téveszthet6k &ssze, akkor biztosan nem lehetséges O hibaval kommunikalni
csatornankon keresztil.

Azt, hogy két jelet meg lehet-e egymaéstdl kilonboztetni, konnyen leirhatjuk a kdvetkezd gréffal: a
graf csucsai legyenek a bemeneti jelek, két cstcs kozott akkor fusson él, ha a csiicsokhoz rendelt jelek biztosan
nem téveszthet6k dssze. Az igy kapott grafot a csatorna bemeneti betdihez tartozé megkilénboztethetsségi
grafnak nevezzik (az Osszetéveszthetéségi graf, mely ennek komplementere, teljesen hasonl6an
definialhato). Kérdés, egy adott G megkulénbdztethetéségi grafa csatorna esetén hany olyan t hosszlsagu
kddszot készithetink, melyek paronként megkulonboztetheték. Ha M a megfelels kddszavak lehetséges

log, M

maximalis szama, akkor ismét a tz hanyados hatarértékét keressiik t ® ¥ esetén. Ezt a szamot a

csatorna zéréhiba-kapacitasanak nevezzik.

Ennek vizsgalatahoz érdemes elkésziteni a G graf megfelelsjét a bemeneti jelekbél alkotott t hosszu

sorozatokra, ezt G'-vel jeloljik. Gt cslcsai az egyes t hosszU sorozatok, két cstcs kdzott akkor fut él, ha a
hozzajuk rendelt sorozatok egymastol megkulonboztetheték. Ez akkor kdvetkezik be, ha a két sorozat
legalabb egyetlen helyen nem dsszetéveszthets, azaz legalabb egy helyen a G graf élét alkotta.
Egy F graf fontos jellemzéje az w(F) klikkszam, amely F legnagyobb teljes részgrafjanak mérete. (Teljes grafrol
akkor beszélink, ha minden cslcs az 0sszes tobbi csiccsal 0ssze van kotve.) Nyilvdn maximum annyi
paronként megkilonboztethetd t hosszlisagu sorozatot készithetiink, amennyi G* klikkszama. PI. tekintsiik a
kovetkezd megkillonbdztethetsségi grafhoz tartozo csatornat:
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N

Itt G legnagyobb teljes részgrafja egy haromszog, w(G)=3, igy maximum 3 paronként megkilénboztethets 1
hossz Uzenetet kildhetlink csatornankon at. Ahhoz, hogy a paronként megkilonbdztethets t hossza
sorozatok szamat meghatarozzuk, az w(G") klikkszamot kellene ismernink.

Eredeti problémankat igy tisztan grafelméleti feladattd fogalmazhatjuk at: a G graf Shannon

kapacitasat akarjuk meghatarozni, melyet a kovetkezéképpen definialunk®:
t
t®¥ t

A Shannon kapacitds olyan grafparaméter, melynek kiszadmitasa komoly nehézségekbe Utkdzik. Nem
egyszerden arrol van sz6, hogy egy nagy méret( graf esetén nehéz algoritmust talalni a meghatarozasara (
sok grafparaméter esetén ez a helyzet ), az sem ismert, hogy egyaltalan létezik-e megfelelé algoritmus. Mar
egészen kis csucsszamu grafoknal eléfordulnak olyan esetek, amikor a graf Shannon kapacitasat nem
ismerjuk.

A G graf Shannon kapacitasanak nyilvanval6 als6 korlatja log, w(G), ugyanis ha tizeneteinket csak azokbdl
a bemeneti jelekbél allitjuk els, melyek paronként megkilonbodztethetsek, akkor nyilvan paronként dssze
nem téveszthetd t hossz( sorozatokat kapunk. llyen sorozatokbdl éppen (W(G))' készithetd, igy valoban

t t
C(G)= IimM 3 IimM =log,w(G). Kérdés, folé lehet-e menni ennek az alsé
I®¥ t L®¥ t

korlatnak. A valasz igen, a legkisebb csucsszama olyan graf, melyben a fenti kifejezésben szigord
egyenlétlenség all, az 5 hosszusagu kor:

3 2

Ennek a grafnak a klikkszama 2, igy ha csak paronként megkilonboztetheté bemeneti jeleket hasznélunk a 2

hossz( sorozatokban, akkor csak 2° = 4 sorozatot készithetiink. Ugyesebb médszerrel 5 paronként dssze
nem téveszthet6 2 hosszUsagu sorozatot is megadhatunk:
00, 12, 24, 31, 43.

A felsorolasban egymas utan kovetkezé lizenetek (valamint az utolsé és az elsé lizenet) elsé betdi 6ssze nem
téveszthetdk, a felsorolasban masodszomszédos sorozatoknak (illetve a negyedik és az elsé, valamint az
utolsé és a masodik sorozatnak) pedig a masodik betiije megkuldonbdztethets, igy az 6sszes sorozat
paronként megkulénboztethets. Ha t = 2XK , akkor ezt az 6t 2 hosszUisagu sorozatot felhasznalva 5% darab t
hosszu sorozatot készithetlink, melyek paronként megkilénboztethetéek. Ebbél azonnal adodik, hogy az 5

hosszu kér kapacitasa legalabb J5. Sokaig nyitott kérdés maradt, ez-e az optimalis érték. Lovasz LaszI6 egyik

hires eredménye annak a bizonyitasa, hogy az 5 hosszusagu kér Shannon kapacitasa valban J5 -tel egyenlé.
(Ennek jelentésége abban is all, hogy a bizonyitas soran Lovasz bevezetett egy késébb nagyon fontossa valt
grafparamétert.)

% Megjegyezzik, hogy sok targyalas az dsszetéveszthetsségi graf segitségével, ezért komplementer médon definiélja
ezt a fogalmat, vagyis Ugy, hogy amit mi C(G)-vel jel6llink, azt ezen targyalasok a komplementer graf Shannon
kapacitasanak nevezik.
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Ajanlo
-Lovasz Laszlé: On the Shannon capacity of a graph
http://www.cs.elte.hu/~lovasz/scans/theta.pdf
-Tom Bohman, Ron Holzman: A nontrivial lower bound on the Shannon capacities of the complements of
odd cycles
http://www?2.technion.ac.il/~holzman/papers/completr.pdf
-Noga Alon: The Shannon capacity of a union
http://www.math.tau.ac.il/~nogaa/PDFS/shann3.pdf

Megmutattuk, hogy egy G graf Shannon kapacitasa alulrél becsilhets log, w(G)-vel. Kénnyen

bebizonyithatd, hogy C(G)-re felss korlat lesz log, ¢ (G), a graf kromatikus szdmanak logaritmusa.

Egy graf kromatikus szdma azt adja meg, legalabb hany szinre van sziikség a graf csucsainak olyan
szinezéséhez, ahol az egymassal szomszédos csucsok (azok a csucsok, melyek kozott fut él) kulonbozs
szintiek. Nyilvanval6, hogy w(G) £ c¢(G) mindig teljesl, hiszen a grafban van w(G) darab paronként
Osszekotott csics, melyek kozil semelyik ketté nem lehet azonos szin(i. Mielétt bebizonyitanank, hogy
C(G) £log, c(G), lassuk be a kovetkezs segédtételt:

Lemma:
c(G) £ (c(G))

A lemma bizonyitasa:
Vegyuk G egy jo szinezését c(G)szinnel. Ennek segitségével fogjuk definialni a G' graf egy megfelels
szinezését (c(G))' szinnel. Gt minden cslicsa egy-egy G csucsaibol allo sorozat. Egy ilyen csticsot szinezziink

a G-beli megfelels szinek sorozataval. Ha két G' —beli csuics 6ssze van kotve, akkor valamely i-re a cstcsok i-
edik koordinatajaban G-ben 6sszekotott csucsok allnak, és igy ezek szine kulonb6zé az eredeti graf
szinezésében. Tehat itt a szinsorozat is eltér, vagyis G'—ben az dsszekotott cstcsokat kiilonbozé szinekkel

szineztiik. A ¢(G) szinbdl legfeljebb (c(G))' killénbdzé t hosszlsagu szinsorozat készithets, tehat

legfeljebb ennyi szint hasznaltunk fel Gt j6 szinezéséhez. igy G' legfeljebb (c(G))'szinnel kiszinezhets,
kromatikus szama nem lehet ennél nagyobb. Ezzel a lemma allitasat belattuk.

Ezutan lassuk a tétel bizonyitasat:

Tétel:

C(G) £log, c(G)

Bizonyitas:
w(G") £ c(G") £ (c(G))
Vonjunk t-edik gyokot az egyenlétlenség két oldalabdl, és vegyiik a kettes alapu logaritmust:
log, (W (G")) £ trlog, c(G)
Osszunk t-vel, és vizsgaljuk mindkét oldal hatarértékét t ® ¥ esetén. A bal oldalon definicié szerint C(G) fog
allni, igy valdban:
C(G)£log, c(G).

Végeredményben a kbvetkezé egyenlétlenséglanchoz jutottunk:
log, w(G) £C(G) £1log, c(G).
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Ha w(G) = c(G), ez lehetsséget nydjt arra, hogy C(G)-t meghatarozzuk, de sok graf esetén ez az egyenléség
nem all. A legegyszeriibb olyan graf, ahol nem teljesiil az egyenléség, éppen a fenti példanal latott 5
hosszsagu kor.

Vajon milyenek lehetnek azok a gréfok, melyekre w(G) = ¢ (G) teljesul? Ezzel a kérdéssel az 1960-
as évek elején kezdett el foglalkozni Claude Berge francia matematikus, éppen a Shannon-féle grafkapacitas
fenti tulajdonsaga altal inspiralva. Az, hogy egy G grafnél ez a két grafparaméter egyenlé, még nem mond
sokat a graf strukturajarol, hiszen ha tekintiink egy olyan grafot, ahol ez a két érték nagyon eltér egymastal,
majd mellérakunk egy elég nagy teljes grafot, akkor az igy kapott G grafban ¢ (G) =w(G) teljesilni fog. Ezért

Berge a kovetkezé kikotést tette: vegylk azokat a grafokat, amelyek esetén mind az eredeti grafra, mind
annak dsszes feszitett részgréfjara fennéll az ¢ (G) = w(G) egyenlgség (feszitett részgrafhoz akkor jutunk,
ha a graf bizonyos pontjait, valamint valamennyi ezen cstcsok kdzott futo élt kijeldljuk, a tébbi csdcsot és élt
pedig elhagyjuk). Az ilyen tulajdonsagu grafokat Berge perfekt grafoknak nevezte el. Az évek soran kidertilt,
hogy ezek igen fontos, sok érdekes tulajdonsaggal rendelkezé grafosztalyt alkotnak.

Berge megfogalmazta azt a sejtést, hogy ha egy graf perfekt, akkor a komplementere is az. Lovasz
egy masik hires eredménye ennek a sejtésnek a bizonyitasa. Egy az elézénél erésebb, szintén Berge-tél
szarmazo sejtés évtizedekig nyitva maradt, tébb mint 150 oldalas cikkben megjelent bizonyitasa csak par éve
szuletett meg: pontosan azok a grafok perfektek, melyek esetén sem a graf, sem a komplementere nem
tartalmaz feszitett részgrafként (vagyis 'atloi’ nélkil) legaldbb 5 hosszisagu paratlan kort. Ezen tétel
bizonyitasa (melyet Maria Chudnovsky, Neil Robertson, Paul Seymour és Robin Thomas talalt meg) az utébbi
évek egyik legnagyobb grafelméleti eredménye.

Lattuk, hogy az informéaciéelmélet nem csak 6nmagaban jelentds aga a matematikanak, hanem mas
terlletekre is inspiraléan hatott. A Shannon altal bevezetett fogalmak az eredeti problématdél igen messzire
vezettek, és példaul a grafelméletben is szamos U], érdekes eredmény megsziletését inspiraltak.

Ajanlé

-A 2004. évi périzsi Claude Berge emlékilés oldala
http://www.ecp6.jussieu.fr/GT04/Berge/Berge.html

-VaSek Chvatal: Claude Berge 5. 6. 1926 — 30. 6. 2002
http://users.encs.concordia.ca/~chvatal/perfect/claude2.pdf

-Denis Boyssou, Dominique de Werra, Olivier Hudry: Claude Berge and the

,Oulipo”
http://www.lamsade.dauphine.fr/~bouyssou/Berge.pdf

A A Sk J 2
Claude Berge és Erdés P
Chronomaths
http://serge.mehl.free.fr/

-Recski Andras: Grafok szinezése
http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2007/eloadas 2008 01 22 recski.html

-Wikipédia a perfekt grafokrol:
http://en.wikipedia.org/wiki/Perfect graph

-M. Chudnovsky, N. Robertson, P. D. Seymour, R. Thomas: Progress on perfect graphs,
http://people.math.gatech.edu/~thomas/PAP/perfsur.pdf

-Paul Seymour: How the proof of the strong perfect graph conjecture was found
http://www.math.princeton.edu/~pds/papers/howtheperfect/howtheperfect.pdf

-Tony Jebara el6adésa a Perfekt grafokrol:
http://videolectures.net/mlss09us_jebara_mapepg/

-Vasek Chvatal: Perfect problems
http://users.encs.concordia.ca/~chvatal/perfect/problems.html

-Simonyi Gabor: Graph Entropy — A Survey
www.renyi.hu/~simonyi/grams.ps
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Simonyi Gabor
Informaciokozlés és grafelmélet

A 2009. szeptember 29-i eléadas kibdvitett valtozata
Lejegyezte és szerkesztette Lovas Lia Izabella

Bevezeté feladat: Valaki kivalasztja egy sakktabla egy tetszéleges mezéjét. Legaldbb hany
eldontendé kérdésre van sziikségiink ahhoz, hogy biztosan kitalalhassuk a gondolt mezét?

A feladat megoldéasa igen egyszerii: 6 kérdés elég, ugyanis minden Iépésben feloszthatjuk két egyenlé részre
a még sz6ba johet6 mezéket, és rakérdezhetiink, hogy a keresett mezé melyik csoportban talalhaté. llyen
maodon a hatodik kérdés utan egyetlen mezé marad. Masrészt hatnal kevesebb kérdés nem lehet elég: ha a
még ki nem zart mezéket kdvetkezé kérdésunk két nem egyenlé csoportra bontja, akkor mindig lehetséges,
hogy a kivalasztott mezé a nagyobb elemszamu halmazba kertil.

Felvetédik: vajon akkor is 6-e a fenti feladat megoldasa, ha elére meg kell adnunk az &sszes
kérdésunket, és csak ezutan kapjuk meg a valaszokat?

Megoldas: Igen. Képzeljik el, hogy minden mezéh6z hozzarendeliink egy 6 karakterbél allé 0-1 sorozatot.

Ezekbsl éppen 2° =64 kilonbozé létezik, igy a sakktabla minden mezejéhez kiilénb6zé sorozatot
rendelhetlink. Elsé kérdésunk az lehet, 1-es-e a mez6hodz tartozd sorozat els6 eleme, majd ugyanigy
végigmehetlink a sorozat 6sszes bitjén. A hatodik kérdés utén ismerni fogjuk a mezéhoz rendelt teljes
sorozatot, tehat magat a mezé6t is kitalaltuk.

A fenti egyszerl példaban a sakktdbla mezéihez 0-1 sorozatokat
rendeltiink, 1ényegében kbdoltuk 6ket. Egy-egy ilyen 0-kbdl és 1-esekbél allé
sorozatot a késébbiekben binaris kddszonak fogunk nevezni.

Az informaciéelmélet szliletése Claude Shannon nevéhez fiiz8dik, aki
1948-ban megjelent A Mathematical Theory of Communication cimd
munkdjaban lefektette a matematika ezen Uj terliletének alapjait. A késébbi
évek jelentss eredményei kozll is szamos az 6 nevéhez f(iz6dik. Ezen iras
keretein belll csak arra van lehetéségiink, hogy rovid izelitét adjunk az
informaciéelmélet alapfogalmaibdl, illetve vazlatosan ravilagitsunk egy érdekes
kapcsolatra a grafelmélettel.

Ajanlo
-A Mathematical Theory of Communication:
http://cm.bell-labs.com/cm/ms/what/shannonday/paper.html
-Aaron D. Wyner: Shannon mivének jelentésége:
http://cm.bell-labs.com/cm/ms/what/shannonday/work.html
-Claude Shannon a MacTutor Matematikatorténeti Gydjteményben:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Shannon.html
-Claude Shannon — Father of the information Age (film):
http://www.youtube.com/watch?v=z2Whj_nL-x8
Egy adott (izenet informéci6tartalmat a kédolasdhoz minimalisan sziikséges bitek szamaval fogjuk
mérni. Erdemes megfigyelni, hogy ez teljesen fiiggetlen az lizenet tartalmatél, amitél fiigg, az a lehetséges
Uizenetek szdma. Adott kommunikéacids helyzetben téreksziink arra, hogy minél révidebb tzenetet kildjunk.
Pontosabban fogalmazva, azt akarjuk elérni, hogy Uzenettink varhatd hossza minimalis legyen. Figyelembe
szeretnénk venni, hogy egy esemény lehetséges kimenetelei kézil nem biztos, hogy mindegyik azonos
val6szintiséggel kdvetkezik be. llyenkor nem biztos, hogy minden kimenetelt érdemes azonos hosszUsagu
kddszavakkal kodolni. Vegytink egy példat:
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Minden héten lottozunk, és honap végén (azaz négyhetenként; az egyszeriség kedvéért feltessziik,
hogy minden honap 4 hétbél all) szeretnénk egy Uzenetben elkiildeni, melyik héten nyertlnk, és
melyiken nem. Ez nyilvan megoldhato, ha 4 hosszusagu binaris kodot alkalmazunk: azokhoz a hetekhez,
amikor nem nyertiink, 0-t rendeliink, ellenkezé esetben 1-et. Ez a mddszer nem tul gazdasagos: ha az
eljarast minden hénap végén megismételjik, az esetek donts tobbségében a 0000 sorozatot fogjuk
elkuldeni. Ehelyett kiildhetiink pl. egyetlen O bitet, a tébbi, nagyon kis valoszinliségl esetet pedig 1
bitnél hosszabb sorozatokkal kddoljuk. Ha az Uizenetek kiildését hosszu idén at folytatjuk, atlagosan
nyilvan 4-nél joval kevesebb bitet kell elkildentink havonta.
A tovabbiakban is binaris kodokkal foglalkozunk. Vizsgéljuk azt az esetet, amikor n lehetséges
kimenetel van, az i-edik kimenetel valészindsége pi, a hozza rendelt kddszé hossza pedig li . Célunk, hogy a

an xl. 6sszeget, ami a kiildott tizenet atlagos hossza (mésként fogalmazva: az tizenet hosszanak varhato
i=1
értéke), minimalizaljuk.

Meg fogjuk mutatni, hogy épiXIi alulrdl becsiilhets a P=(p1,p2,ps,...,pn) valoszinlségeloszlas
i=1

ey

Entropia:

) 1
H(P)=a p; X|0g2 F

i=1 i

Szokés ezt gy értelmezni, hogy a pi valoszintiség(i esemény bekdvetkezésének informécidtartalma

log, —, és igy az adott valdszin(iségi valtozo értékei atlagosan H(P) informaciét hordoznak. Az alabbi
i
egyszer( tények azt mutatjak, hogy ez az értelmezés dsszhangban van néhany természetes elvarassal:
- Biztos esemény bekdvetkezése nem ad informécidt, igy elvarjuk, hogy a pi=1-hez tartoz6 esemény

informaciétartalma 0 legyen. log, 1 = 0 val6ban teljesul.
Két egyforma valészin(iségii esemény egyikének bekdvetkezte jelentsen 1 bit informaciot.

Ennek a feltételnek is megfelel a fenti értelmezés: log, é =1.

Egymastol fiiggetlen események egylittes bekdvetkezésének informacidtartalma egyezzen meg az
egyes események bekdvetkezte altal hordozott informacidtartalmak dsszegével. A logaritmus
azonossagai szerint ez is teljesil, ugyanis:

b 1 1
alog, —=log, -

R O,
=1 J

(Ez azért jo igy, mert az egymastol fliggetlen p1, p2, ..., pi események egyuttes bekdvetkezésének

AL
valoszinisége Q p; )
j=1
Ajanlo
-Patkds Andras: Entropia — kulcs az univerzum megismeréséhez, Természet Vilaga
http://www.termeszetvilaga.hu/szamok/tv2008/tv0810/patkos.html
-Wikipédia: A Shannon-féle entrépiafliggvény
http://hu.wikipedia.org/wiki/Shannon-entr%C3%B3piaf%C3%BCagv%C3%A9ny
-Jaték az angol nyelv entropiajarol
http://math.ucsd.edu/~crypto/java/ENTROPY/
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n
Most mar megfogalmazhatjuk Shannon é p; I, minimuméra vonatkozo tételét:
i=1

Tétel:
Ha p1,p2ps,....pn valoszintségekkel bekovetkezé esemeényeket Ililo,ls,...,In hosszisagl binaris
kddszavak kodolnak — egyértelmdien dekddolhato médon — akkor:

H(P)£m|ng_apIXI : H(P)+1

A fenti tételben szerepel az egyértelmiien dekddolhatdsag fogalma. Ennek jelentése, hogy egy kddszavak
egymas utan flizésébdl kapott sorozat egyértelmden vaghaté szét kddszavakra, azaz ha egy izenetben tébb
kdédszot kildink el egymas utan irva, a cimzett akkor is egyértelmden kiolvashatja beléle, amit kézolni
akartunk. Ennek elégséges, de nem sziikséges feltétele, hogy kddunk prefix legyen:

Prefix kod:
Nincs benne olyan kddszo, mely megegyezne egy masik kodszo elejével.

Kdnnyd meggondolni, hogy egy prefix kéd valéban mindig egyértelmden dekddolhatd. Csak a szemléltetés
kedvéért tegyiik fel, hogy kildott tzenetiink pl. a 0110011 kddszéval kezdédik. Kodunk prefix, igy ez a
bitsorozat nem eleje egyetlen masik kddszénak sem, tehat az lizenet olvaséja egyértelmden el tudja donteni,
hogy az elsé kddsz6 legfeljebb 7 bithél all. Viszont kdédunk prefix voltabol az is kovetkezik, hogy 0, 01,
011,..,011001 bitsorozatok egyike sem lehet kodszo. llyen mddon lzenetlink cimzettje egyértelmien
kiolvashatja az els6 kodszot. Az eljarast tovabb folytatva kdnnyen belathatjuk, hogy Uzenetlink mindig
egyértelmden dekodolhaté.
A tétel bizonyitasa elétt lassunk néhany egyszerd példat, melyek érthet6bbé teszik az allitast!
|. Példa: Kétszer egymas utan feldobunk egy pénzérmét. A kdvetkezé kimenetelek lehetségesek: 2 db
fejet, 2 db irast, vagy 1 fejet és 1 irast kapunk (ez utobbi esemény kétféleképpen is bekdvetkezhet,
dobhatunk elészor fejet, utana irast, vagy forditva, de most nem kiilénbdztetjik meg ezt a két esetet).

Szeretnénk lekddolni a 2 dobas eredmeényét. 2 db fej, illetve 2 db irds dobasanak valdszinisége 7 1

fej és 1 irds dobasanak valészindsége 2 (éppen azért, mert ez a kimenetel kétféle médon is adédhat).

Vélasszuk a 3 sziikséges kddszo hosszéat a kovetkezéképpen:
l,=1,=log, % log,4=2,illetve |, = Iogz%—l llyen kddszohosszakkal talalhatunk prefix, tehat
4 2

egyértelmden dekddolhatd kddot. Legyen pl. az 3 valoszintiségld esemeéeny kddja 1, masik ket

kddszavunk legyen 01 és 00. Nyilvanvalo, hogy ez a kddolas megfelel.
A fenti kod alkalmazésa esetén a tétel els6 egyenlStlensége egyenléséggel teljesil:

3

an —2X—I0924+—I0922 S pirlog, == H(P)§—§9
i=1 i=1 i

2. Példa

Kovetkezé példankban H(P)< é_ p; Xl teljestil. Egy lezart dobozban elhelyeziink 1 db piros, 2 db kék,

i=1

3 db zold és 4 db sarga labdat, majd taldlomra kihlzunk egyet. Ekkor % val6szindiséggel piros, % = %

val6szintiséggel kék, % valészintiséggel zold, végll % =§ valoszintiséggel sarga labdat hazunk. A

huzas eredményét szeretnénk lek6dolni. ElGszor probalkozzunk minden lehetséges kimenetel esetén
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é 1u 1 ..
a @Iog2 —i kédsz6hosszal (ezt a gondolatot a H(P)-t megad6 egyenletben szerepls log, — kifejezés

e Pi pi
10y
sugallhatja): I, = glog, 10 =4, 1, = glog, 54 =3, |, = 8Iog2 i =2, illetve |, = 8Iog2 ZH =2.Az
I hosszak ilyen megvalasztasa mellett:

4
é p, xl; = iX4+1X3+EXZ+EX2 =2,4. Masrészt ezen valoszintiségeloszlas —entropiaja:
-1 10 5 10 5

H(P) = ap.x|092——1ox|09210+ XIog25+?E)Iogzs? %Hogzg»l,846.

i=1 i

Lathat6, hogy H (P) < é p. il <H(P)+1.

i=1

Néhany esetet megvizsgalva kdnnyen rajohetiink, hogy a kddszavak hosszat a fentinél ligyesebben is
megvalaszthatjuk: l, =3, l,=3, l,=2, l,=1.
llyen kodszohosszakkal készithetlink prefix, tehat egyértelmden dekdédolhat6 kodot, pl. a kdvetkezs
kddszavakkal: 0, 10, 110, 111. (Persze ebbdl kdvetkezik, hogy 2,2,3,4 kddszohosszakkal is létezik
megfelelé kod, hiszen ebben a kdédban minden kddsz6 legaldbb olyan hossz(, mint az elSbbi
konstrukci6ban.)

Ekkor:

4
2 ,x|,:ix3+1x3+ix2+zx1:1,9
anpt 10 5 10 5

i=1

4
A H(P)< & p,*l, < H(P)+1 egyenlstienségek most is teljestilnek.

i=1

Térjunk vissza tétellink bizonyitasahoz! Ehhez felhasznaljuk az alabbi lemmat:

Kraft-McMillan egyenlétlenség:

1. Haadott egy egyértelmden dek6dolhato kdd I, lz,...,In hosszUsagu kddszavakkal, akkor é_z"‘ £1

i=1

n
2. Ha éZ"i£l teljestl az ly,lp,..,In pozitiv egészekre, akkor létezik prefix kéd ezen
i=1
kddszohosszakkal.

A lemma bizonyitasa el6tt most is prébaljuk néhany példaval érthetébbé tenni az allitast!

3. Példa
A tétel utani 1. példaban lattuk, hogy létezik prefix kod 1, 2, 2 kddsz6hosszakkal. Ezek val6ban
kielégitik a fenti feltételt: 27" +22+272 =1,

4. Példa
A 2. példdban 1, 2, 3, 3 kddszbhosszakra  készitettlnk  prefix  kddot:
27 +27 42742 =1,

5. Példa
Ugyanebben a példaban nem hasznalhattuk volna pl. az 1, 2, 2, 3 kédsz6hosszakat, ugyanis:
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271 +2%2 422428 :§>1.

Kénnyd meggondolni, hogy ilyen prefix kdd valéban nem létezhet: legyen pl. az 1 bites kédsz6 1.
Ekkor a két db 2 bites kodsz6 csak 01 és 00 lehet, de ekkor nem létezik olyan 3 bites kodszd, melynek
nem eleje a fenti 3 kodsz6 egyike sem.

270 +27242°%+2%42°+2% 428 <1. Mutatunk egy prefix kédot 1,2,3.4,6,8,8 hosszisagl
kddszavakkal: 1, 01, 001, 0001, 000011, 00000010, 00000001.

A példak utan kovetkezhet a

lemma bizonyitésa (kulon latjuk be az 1. és a 2. allitast):
Az 1. allitas igazolasa:
k

Vizsgaljuk gaZ . + értékét! Jelolje C* a k db kodszd6 egymas mellé irasaval keletkezett

k
kodszosorozatok halmazat. Ekkor 8 a 270 = é 27l vagyis C* minden o elemének hossza megjelenik az
i ﬂ sTck
0sszeg egy-egy tagjaban mint 2 kitevsjének abszollt értéke. Ezt a kdvetkezé gondolatmenettel lathatjuk be:

n
é 27" osszeget k-adik hatvanyra emelve, a szorzasokat elvégezve a kapott 6sszeg minden tagja 2 egy olyan
i=1
hatvanya, ahol 2 kitevsjének abszolut értéke k db (persze nem feltétlendl kiilénb6z6) | kddszéhossz 6sszege.
Tehat a kitevs abszolut értéke minden esetben C* egy-egy elemének hossza lesz.

Maésrészt az ljhosszakbdl képezett minden lehetséges sorozat megjelenik az 6sszeg egy-egy tagjaban,
mint 2 kitevéje, igy a fenti Gsszegzést C dsszes elemére kell elvégezni, ami éppen a fenti allitas.

Jelolje Kix az | hosszl C* -beli kddszdsorozatok szamat. Az dsszes | hossziisagl o sorozat esetén a fenti
osszegben 2" fog allni, és | minimalis értéke K-lmin (Imin az |;k6dsz6hosszak kozil a minimalis), maximalis értéke
pedig K-lmax (Imax @z I; kddszéhosszak maximuma), igy:

k*1
} %
é 2 = a K2
STCk I:k*lmm
Most  felhasznaljuk, hogy kédunk egyértelmien dekddolhatd. Osszesen 2' db kilonbozs |
hosszlsagu binaris kodszo létezik (hiszen az | db bit mindegyike 0 vagy 1 értéket vesz fel), igy K, £ 2" azaz:
k*1 k*1 k*1
d1ax _ dﬂx B d1ax
a K, g 2'2'= g 1k«
I=k*1 I=k* 1=k*|
Végeredményben a kbvetkezét kaptuk:

min min min

'°£k|

8'2

Mindkét oldalbdl k-adik gyokdt vonva:
az' £kl
i=1

7 - k -1 4 - K — . / z . z z . Z
Felhasznalva, hogy l'&l& 1és L%Q*“max 1, a fenti egyenlétlenség mindkét oldalanak limesét

véve:
n
Q2" £l
i=1
Ezzel az 1. allitas bizonyitasat befejeztik.
A 2. allitas igazolasa:
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n
Legyenek I,l2,...,In olyan egész szamok, melyekre éZ"i £1. Az altalanossag korlatozasa nélkul
i=1
feltehetjik, hogy li<lp<ls<...<l,. Konstrudlunk egy prefix kddot ezen kddszéhosszakkal. Ehhez definialjuk a
kovetkezd wi, Wo, ... , W Szamokat:

w, =0
=80 T3
Wj_g IJ { [ ] ln}

Ekkor w. = 2" jé_l_z"k <2, ugyanis 52"* < 32"* £1
J : :
k=1 k=1 k=1
Az |; hosszuséagu kddszavunk legyen w; 2-es szdmrendszerbeli alakja. wi< 2" miatt az igy kapott kddszd
hosszusédga maximum I. Amennyiben a kodszé |-nél révidebb, az elejére irt 0-kal a kivant hosszusaglra
egészithet6 ki. Megmutatjuk, hogy ezzel az eljarassal prefix koédhoz jutottunk. Indirekt bizonyitast
alkalmazunk:

Tegyuk fel, hogy a kapott kod mégsem prefix. Ekkor léteznek olyan w; és w; szamok (i<j), hogy a w;
felhasznalasaval kapott kddsz6 eleje megegyezik a w; felhasznalasaval kapott kddszdval. Két esetet
vizsgalunk:

Ha i 11, akkor wi és w; kettes szamrendszerbeli alakja is 1-essel kezdédik, igy a kod prefix volta csak
gy sérilhet, ha a két szam elé ugyanannyi O-at irtunk, amikor a megfelelé hosszlsagura egészitettiik ki
6ket. Ekkor w; kettes szamrendszerbeli felirasanak eleje megegyezik w; kettes szamrendszerbeli alakjaval.
Vizsgaljuk meg egy példan, mit jelent ez:

Legyen pl. wj=100110101 és wi=10011. A két szam hosszanak killénbsége 4. wj—t 2* =16 -tal elosztva
10011,0101-et kapunk (itt”,” a "kettedesvesszé™ ). Ennek egészrésze 10011, ami éppen wi-vel egyenlé.

Konnyen lathatd, hogy a fentihez hasonld 6sszefliggés altalanosan is igaz. Képlettel megfogalmazva:

éj61 -, U
. Y- VAT
_eW u_‘?g u_ej_lzl,-|ku
Wi= g |,-|,LI_§ - u_ea
92 u € 2 U @ek=1 u

(Itt felhasznaltuk, hogy w; és wi elé ugyanannyi O-t irtunk, igy Ii-li megegyezik a két szam hosszanak
kulénbségével.)
Masrészt a definicio alapjan:

i1
w, =2\,
k=1
j-1 i-1
Mivel j>i, a & 2"~ 6sszegben szerepel 2™ =2° =1, ezataga g 2" dsszegben nem jelenik meg.
k=1 k=1
it 5 it 5t
Mésrészta g 2" dsszeg minden tagja szerepel a @ 2" 6sszegben, igy g 2" < Q2" ™ -1, amibsl wi=
k=1 k=1 k=1 k=1

'S elgt 0 . . o
A2 <gA 2" = wi kovetkezik, tehat ellentmondasra jutottunk.
k=1 k=1 u

Ha i=1, akkor w; felhasznalasaval egy csupa 0-bol all6 kodszot kapunk. igy w; 1 db 0-val kezdédik. Azonban
a wj-t megado dsszegben szerepel 2™ ennek kettes szamrendszerbeli alakja mar onmagaban I, -1, +1
hosszuségu, ha ez elé még |, db O-t irnank, akkor I;-nél hosszabb kddszohoz jutnank, ami ismét ellentmondas.

Azzal a feltételezéssel, hogy a kapott kdd nem prefix, mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, ami a
lemma helyességét bizonyitja.

Az el6z6 bizonyitasban hasznalt konstrukciot jobban megvilagithatjuk egy példaval. A 4. példaban lattuk,

4
hogy &2 E£lteljesil az 1=11,=2,15=3,=3 kodsz6hosszakra. Ekkor:w, =0, w,=2%"=2,

i=1
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2 3
w,= Q25 =22+2' =6 6s w, = 2% =22+ 2" +2° = 7. E négy szam kettes szamrendszerbeli
k=1 k=1
alakjai rendre 0, 10, 110, 111. Lathat6, hogy prefix kddhoz jutottunk, megfelelé kddszohosszakkal.
(Eppen visszakaptuk a 2. példaban mutatott kddszavakat.) Most nem volt sziikség arra, hogy a szamok
kettes szamrendszerbeli alakjanak elejére 0 szamjegyeket irjunk.

A lemma bizonyitasa utan hozzalathatunk eredeti tétellink bizonyitasahoz.

A tétel bizonyitasa:

El8szor a H(P) £ min E é p; xl, gt')sszef[]ggést bizonyitjuk. Vizsgaljuk a kdvetkezd kilonbséget:
i=1 [’}
S _ & 1 & 1 & 1
H(P) - ab Xli =ab X|ng— tap Xlong_ ab X|ng—|i
i=1 i=1 P = 2 i=1 P, ¥2
(Felhasznaltuk, hogy -I. =log, 27" = Iogzz—lli, és hogy az azonos alapu logaritmusok 0sszege a szorzat

: 1

logaritmusaval egyezik meg.) Alkalmazzuk a Jensen egyenlStlenséget é_ P, Xlogz—zl_-re. Eszerint a
i=1 p,x2"

logaritmushoz hasonlé konkav filiggvény esetén:

éf(xi) géxig
i=1 EfQI_l -
n ¢ n =

g

Az egyenlétlenség egzakt bizonyitasa helyett megmutatjuk annak szemléletes jelentését:

& Jensen egyenlitlenség szemléletes jelentése

6 —
4
i F
27 TEF,
1] T T 1
10 20 20
_7

Az dbra az n=4 esetet szemlélteti. Kiszamitottuk a fliggvényértékeket x1=0,7, xo=2, X3=5 és x4=23 helyeken. Az
igy kapott négyszdg sulypontjanak koordinatai:
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4

ax

ez az abra TKP pontja. Lathatd, hogy konkav fliggvény esetén ez a pont a ':14 -hez tartozé fliggvényérték

ald esik (ez utdbbi az abra P pontja).
Alkalmazzuk a Jensen egyenlétlenséget a Iogaritmustggvényre'

ap.xlogz : £I092ap. : IogzaZ £1log,1=0
i=1 pi i pi 2 i=1
Itt az utolsd egyenlotlenségnel a Kraft-Mchllan egyenlétlenséget hasznaltuk. Végeredményben

H(P) - p xI. £ 0 0sszefliggéshez jutottunk,ami a tétel elss felét bizonyitja.
i=1

: - e 1u . : -
Be fogjuk latni, hogy I =alog,—( kodszéhosszak esetén épiXIigH(P)ﬂ teljesul.!
e Pid i=1
A lemma szerint ilyen kodszohosszakkal létezik prefix (tehat egyértelmien dekddolhatd) kod, mivel:
é

g 7eosi g 1 s 1 S

a2’ "M=a-——fa—r—=an-1

i=1 izt elog,—j =1 ,l09 i=1

28 Pil 2 i

Viszont:

ap. e|092—u<ap g|092—+1- apxlogz—+ap =H(P)+1.
i=1 g Pt = p; g i= P iz

Ezzel a tételben szereplé masodik egyenlotlenseget is belattuk.

. RS , e 11U
A tétel masodik egyenlétlenségének bizonyitasaban hasznélt I, = alog, —(; kédszéhosszakkal nem
é Pi

mindig kapunk optimalis eredményt. Ez lathaté a Shannon tételét szemléltets 2. példabdl, ahol ezzel a
konstrukcidval 4,3,2,2 kodszohosszakat kapunk, pedig 3,3,2,1 hosszisagl kédszavakkal is megadhatd
megfeleld kod.

A fenti hosszabb bizonyitas utan foglalkozzunk egy kicsit azzal az uttal, melyen at Gzenetiink eljut a
cimzetthez. Ezt a kdvetkez6 abraval szemléltethetjiik:

Vevé

forras -> kodolo -> | csatorna -> Dekodold -> ,
(cimzett)

A kodolé lizenetiinket a megadott kodszavak alapjan kddszéva alakitja, a dekddolé feladata felismerni, mely
0-1 sorozatot kuldtiik be a csatornaba. Eddig csak azzal az idedlis esettel foglalkoztunk, amikor lzenetiink
hiba nélkdil elérte a dekddolot. Ez altalaban nem teljesil, a fenti Abrat kiegészithetnénk a csatornaba belépé
zajjal, mely Gzenetiink egyes bitjeit médosithatja. A dek6dold azért lehet képes felismerni az esetleges hibat,
mert nem kertiilhet be tetszéleges 0-1 sorozat a csatornaba, csak azok, melyeket kddszéként kivalasztottunk.
Pl. ha két kddszavunk 00 és 11, akkor a dekdder nagy valdszintiséggel észreveszi, ha a csatornan valo atjutas
kdzben hiba tortént (csak akkor nem, ha a 2 egymast kovets bit mindegyike ellentétesre mddosult). Ugyes
kddolas esetén nem csak a hiba felismerése, de a hibajavitas is lehetévé valik.

Két célt kell tehat szem elétt tartanunk: alapveté elvaras, hogy lizenetlink a csatorna masik végénél
is érthet6 legyen, az sem kivanatos azonban, hogy a kiildott bitsorozat hossza tulsagosan megnévekedjen. PI.
ha a radioban a bemondé egy fontos telefonszamot csak egyszer mond el, akkor sok hallgaté fogja félreérteni,

! A Kraft-McMillan egyenlétlenség igazolasanal hasznéltuk az g X[ jelolést, ami x alsé egészrészét, azaz a legnagyobb

x-nél nem nagyobb egész szamot jelentette. Most gX{] az x szam fels6 egészrészét, masként a legkisebb x-nél nem
kisebb egész szamot jelenti.
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ha azonban még egyszer elismétli, akkor a hiba valészintisége joval kisebb lesz. Teljesen felesleges lenne
viszont, ha a radidban minden egyes mondat kétszer hangzana el, ekkor az tizenet hossza ndvekedne meg
tllsagosan. Persze a fontos informacié elismétlésével még mindig nem zartuk ki a hibazas lehetéségét, a
félreértés valOszinliségét a lényeges adat Gjabb és Ujabb elismétlésével tovabb csdkkenthetjik, ekkor
azonban ismét a kommunikéacio sebessége csokkenne le tulsagosan.

Vizsgaljunk egy t hosszl 0-1 sorozatot. Ha ilyen hosszisag mellett M db lehetséges lizenetet kiildhetlink
el, akkor a kommunikacio sebességét a kdvetkezéképpen definialjuk:

R = log, M
t

Ez nyilvan M = 2" esetén lenne egységnyi, ennyi killdnb6z6 t hosszisagl lizenetet killdhetnénk, ha nem
kellene a zaj miatt fellépé hibakkal foglalkozni. Ha a hibajavitasra plusz biteket kell raszannunk, akkor R
csokken. Koédunk akkor jé, ha képesek vagyunk kis hibavaldsziniség mellett is gyorsan kommunikalni. Kérdés,
egy adott csatorna esetén mi az R sebesség szuprémuma, ha a hibazas esélyét egy elére megadott € ala
szeretnénk szoritani. (Itt a hibavaloszintiséget kétféleképpen is értelmezhetjuk. Egyrészt kiszdmithatjuk
minden egyes kddszora annak a valdszin(iségét, hogy a csatornan val6 atjutas utan mar nem (vagy rosszul)
ismeri fel a dekddolo, és vehetjik ezen valdszintiségek atlagat. Ezutan ezt az atlagot akarjuk minimalizalni.
Viszont azt is megtehetjik, hogy a kulonbdz6 kddszavakra szdmolt hibaval6szintségek kdzul kivalasztjuk a
maximalisat, és ennek nagysagat szeretnénk korlatozni.)

Szemléletes allitas, és hajlamosak lennénk bizonyitas nélkil elfogadni, hogy nem lehet tetszélegesen
kis hibavaldszintiséggel és egyben pozitiv sebességgel kommunikalni. (Fenti, radiés bemondoval kapcsolatos
példank is azt sugallhatja, hogy az lizenet hossza a végtelenbe tart, ahogy a hiba valészintisége 0-hoz kozelit.
Ekdzben az elkildhets Gzenetek M szama allandé marad, a bemond6é még mindig ugyannyi lehetséges
telefonszam kozil mond el egyet, mint korabban, R tehat 0-hoz tart.) Sokaig altalanos vélekedés volt, hogy
valéban nem lehet pozitiv sebességgel kommunikalni, ha a hibazas esélye 0-hoz tart. Shannon fontos
felfedezése, hogy ez nem igaz: tetszéleges csatornahoz létezik egy kiisz6bszam (és ez sok fontos csatorna
esetében pozitiv), melynél kisebb sebességek esetén a hiba valdszintisége barmilyen kis érték ala szorithato
(a kuszébszamnal nagyobb sebességek esetén pedig a hibazas valoszintisége 1-hez tart.) Ezt az éles
kiiszbbszamot a csatorna kapacitdsanak nevezzik. Shannon csatornakapacitasi tétele, mely az elbbi allitast
kimondja, az informéacidelmélet egyik alaptétele.

A tétel bizonyitasa talmutat ezen iras keretein. A csatornakapacitas viszont szoros kapcsolatban van
egy P valoszintiségi eloszlas H(P) entrépiajaval, mellyel a fentiekben bévebben foglalkoztunk, ezért errél még
sz6lunk par szot.

Egy csatorna (legalabbis egy un. diszkrét emlékezetnélkili csatorna, mi most csak ilyenekkel
foglalkozunk) megadasa a kdvetkezd tablazattal lehetséges:

A tablazat minden sora elé odairjuk a bemeneti ABC (azaz a bemeneti jelkészlet) egy-egy betdijét,
oszlopainak pedig hasonléan a kimeneti ABC egy-egy betdjét feleltetjik meg. (Az eddigiekben csak binaris
kédokkal foglalkoztunk, ilyenkor az ABC a 0 és 1 jelekbdl all.) Az i-edik sor j-edik oszlopaba az a p valGszin(iség
kerdl, mely megmondja, az i-edik sorhoz tartozé bemenet esetén mekkora valdszintséggel kapjuk a j-edik
oszlophoz irt kimenetet. Tekintsuk a kovetkezé egyszeri példat:

0 1
0 1-p p
1 p 1-p

A be- és a kimeneten egyarant a 0 vagy az 1 bit jelenhet meg. Ha a bemeneten 0-t visziink be, akkor a
kimeneten 1-p valdszintiséggel O-t, p valdszinGséggel 1-et kapunk vissza. Hasonléan a bemeneti 1-es a
kimeneten p val6szintséggel 0-t, 1-p val6szintiséggel 1-est eredményez. Idedlis esetben p=0, ekkor a
csatornan at pluszbitek hasznalata nélkil hibamentesen tudunk kommunikalni. Ha p elég kicsi, a hiba
val6szintisége kicsi lesz. Ugyanilyen kedvezd szamunkra, ha p kézel van 1-hez (ilyenkor a bemeneti bit nagy
val6szintiséggel a kimeneti bit ellentettje volt). p=0,5 esetén viszont a csatorna teljesen hasznalhatatlan, a
kimeneten kapott bit tokéletesen fliggetlen a bemenettél.

Az adott csatornan at nyilvan akkor tudunk jol kommunikalni, ha van néhany olyan bemenet, ami
nagy valészindséggel olyan kimenetet eredményez, ami j6 kozelitéssel csak az adott bemeneti jelbdl
keletkezhet.
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A csatorna be- és kimenetéhez is tartozik egy X, illetve Y, be-, illetve kimeneti ABC. A bemeneti jeleket
értelmezhetijiik egy értékeit X -en felvevé valdszindségi valtozoként.? (Persze X eloszlasat mi hatarozzuk meg
a kédszavak megvalasztasaval. Az egyes Uzenetek kildésének valdszintisége a hozzajuk tartoz6 események
bekovetkezésének valosziniségével egyezik meg, viszont mi rendeljik hozza a kbdszavakat az egyes
lizenetekhez.) Ekkor a kimeneten is kapunk egy Y -on adddé valdszindiségeloszlast. Kiszamithatjuk az X

ey

Ve

jeléljuk. Ha a szamitast az 6sszes "a” bemenetre elvégezziik, és a kapott eredményeket atlagoljuk, akkor a
H(Y]X) entrépidhoz jutunk, ami szemléletesen kifejezve annak a mértéke, mennyire marad bizonytalan Y, ha
X-et mar ismerjuk. Masképpen fogalmazva: H(Y|X) megmutatja, mennyi informéaciot hordoz Y megfigyelése
még azutan is, hogy X-et mar tudjuk. Az Y val6szinGségi valtozé eloszlasanak is van egy H(Y) entropiaja, a H(Y)-
H(Y]X) kuldnbség tehat megadja, mennyit arul el X Y-rél. Ha ezt elfogadjuk, akkor szemléletes az az allités,
hogy nyilvan ugyannyit, mint amennyit Y arul el X-rél. Tehat H(Y)-H(Y | X)=H(X)-H(X]Y). Ezt a mennyiséget az
X és Y valbszindiségi valtozok kolcsonds informacidjanak nevezzik, és I(X,Y)-nal jeldljik. A Shannon féle
csatornakapacitasi tételben szereplé kiiszobszdm (azaz a csatorna kapacitasa) éppen C= mPax 1(X,Y).

(Nyilvan az a célunk, hogy Y minél tobbet aruljon el X-rél. A bemenethez tartoz6 X eloszlast mi valaszthatjuk
meg, ezt kell ugy varidlnunk, hogy I(X,Y) maximalis legyen.)
Erdemes még megemliteni, hogy a fenti egyszer(i 2x2-es tablazattal megadott csatorna esetén I(X,Y)

maximalis értéke az 373 bemeneti eloszlashoz tartozik. Nyilvan az a=1 és a=0 bemenet esetén is

H(Y | X=a)=H(p,1-p), igy az atlagolas utan kapjuk: H(Y|X)=H(p,1-p). H(p,1-p)-t h(p)-vel is szokés jeldlni, ennek
értéke csak p-t6l fiigg. Célunk H(Y)-h(p) maximalizalasa. H(Y) egy két értéket felvevé valdszinlségi valtozd

entropiafliggvénye, az Ugynevezett binaris entropiafliggvény,ami tehat qxlog, —+ (1- q)XIogzl—
q -q
alakban irhato, ahol g a két kimeneti jel egyike megjelenésének valdszintisége a kimeneten. A h(q) binaris

entrépiafiiggvény ng -nél veszi fel maximumat, ennek értéke 1, ami az abrarol is leolvashat6:

Bindriz entropiafiiggvény
1.0 1

0,9 S

0.2 S

0,7

0.6

0,5

0.4 -

03 -
0,2 -

0,1 1

2

0l 0z 03 04 03 06 07 0% 09
Tehét I(X,Y) maximalis értéke 1-h(p).

Ajanlo

2 A bemeneti ABC-t X-szel, az itt emlitett valdsziniiségi valtozdt X-szel fogjuk jel6Ini. Ugyanigy kiilonbozé az Y, és az
alabb szintén hasznalt Y jel6lés jelentése.
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http://books.google.hu/books?id=0gfLaDnXmXEC

-Benczlr Andras: Szamitogépek és hiradastechnika: az emberiség 0j kommunikéacios korszaka
http://davidalb.web.elte.hu/infkez4/Benczurjegyzetl.doc
http://davidalb.web.elte.hu/infkez4/Benczurjegyzet2.doc

-Petz Dénes: Neumann Janos és a kvantumbitek, eladasjegyzet
www.renyi.hu/~petz/pdf/Fazekas.pdf

A klasszikus informécidelmélettel vald ismerkedés utan térjink &t egy érdekes kapcsolat
ismertetésére az informacidelmélet és a grafelmélet kozott. Gyakorlati szempontbdl altalaban teljesen
kielégits, ha tetszélegesen kicsi hibaval tudunk kommunikalni, mégis feltehetjik a kérdést: lehetséges-e a
hibatlan kommunik&cio?

Térjunk vissza a csatornankat megado tablazathoz. A fenti egyszerd példanal p * 0,1esetén a 0

hibaval val6 kommunikéacio nyilvan teljesen reménytelen. Lassunk egy masik példat:

Yi | Y2 | Y3 | Ya | ¥s
x1101]02(04|02]|0,1
X2 0] 0 (07| 003
x3/05/01(01]0,2]|0,1
X4101106 0 03| O
xs02]05(01]0,1]|0,1

Nyilvanvald, hogy ilyen csatorna esetén az x» és az X« bemeneti jelet mindig meg tudja kulénbéztetni
egymastol a dekddold, hiszen xa-bsl nem keletkezhet sem az ys, sem az ys kimenet, x; bemenet esetén pedig
a kimeneten biztosan ezek egyike jelenik meg. Kicsit altalanosabban fogalmazva: ha két bemeneti jel olyan,
hogy a tablazat barmely oszlopat vizsgalva maximum egyikiknek a sordban all pozitiv érték, akkor ezt a két
jelet biztosan meg tudjuk kilénb6ztetni egymastol. Ha viszont nem létezik legalabb két olyan bemeneti jel,
melyek garantaltan nem téveszthet6k &ssze, akkor biztosan nem lehetséges O hibaval kommunikalni
csatornankon keresztil.

Azt, hogy két jelet meg lehet-e egymaéstdl kilonboztetni, konnyen leirhatjuk a kdvetkezd gréffal: a
graf csucsai legyenek a bemeneti jelek, két cstcs kozott akkor fusson él, ha a csiicsokhoz rendelt jelek biztosan
nem téveszthet6k dssze. Az igy kapott grafot a csatorna bemeneti betdihez tartozé megkilénboztethetsségi
grafnak nevezzik (az Osszetéveszthetéségi graf, mely ennek komplementere, teljesen hasonl6an
definialhato). Kérdés, egy adott G megkulénbdztethetéségi grafa csatorna esetén hany olyan t hosszlsagu
kddszot készithetink, melyek paronként megkulonboztetheték. Ha M a megfelels kddszavak lehetséges

log, M

maximalis szama, akkor ismét a tz hanyados hatarértékét keressiik t ® ¥ esetén. Ezt a szamot a

csatorna zéréhiba-kapacitasanak nevezzik.

Ennek vizsgalatahoz érdemes elkésziteni a G graf megfelelsjét a bemeneti jelekbél alkotott t hosszu

sorozatokra, ezt G'-vel jeloljik. Gt cslcsai az egyes t hosszU sorozatok, két cstcs kdzott akkor fut él, ha a
hozzajuk rendelt sorozatok egymastol megkulonboztetheték. Ez akkor kdvetkezik be, ha a két sorozat
legalabb egyetlen helyen nem dsszetéveszthets, azaz legalabb egy helyen a G graf élét alkotta.
Egy F graf fontos jellemzéje az w(F) klikkszam, amely F legnagyobb teljes részgrafjanak mérete. (Teljes grafrol
akkor beszélink, ha minden cslcs az 0sszes tobbi csiccsal 0ssze van kotve.) Nyilvdn maximum annyi
paronként megkilonboztethetd t hosszlisagu sorozatot készithetiink, amennyi G* klikkszama. PI. tekintsiik a
kovetkezd megkillonbdztethetsségi grafhoz tartozo csatornat:

Matematika Oktatasi Portal, matek.fazekas.hu -11/14-



Simonyi Gabor: Informéacidkozlés és grafelmélet

N

Itt G legnagyobb teljes részgrafja egy haromszog, w(G)=3, igy maximum 3 paronként megkilénboztethets 1
hossz Uzenetet kildhetlink csatornankon at. Ahhoz, hogy a paronként megkilonbdztethets t hossza
sorozatok szamat meghatarozzuk, az w(G") klikkszamot kellene ismernink.

Eredeti problémankat igy tisztan grafelméleti feladattd fogalmazhatjuk at: a G graf Shannon

kapacitasat akarjuk meghatarozni, melyet a kovetkezéképpen definialunk®:
t
t®¥ t

A Shannon kapacitds olyan grafparaméter, melynek kiszadmitasa komoly nehézségekbe Utkdzik. Nem
egyszerden arrol van sz6, hogy egy nagy méret( graf esetén nehéz algoritmust talalni a meghatarozasara (
sok grafparaméter esetén ez a helyzet ), az sem ismert, hogy egyaltalan létezik-e megfelelé algoritmus. Mar
egészen kis csucsszamu grafoknal eléfordulnak olyan esetek, amikor a graf Shannon kapacitasat nem
ismerjuk.

A G graf Shannon kapacitasanak nyilvanval6 als6 korlatja log, w(G), ugyanis ha tizeneteinket csak azokbdl
a bemeneti jelekbél allitjuk els, melyek paronként megkilonbodztethetsek, akkor nyilvan paronként dssze
nem téveszthetd t hossz( sorozatokat kapunk. llyen sorozatokbdl éppen (W(G))' készithetd, igy valoban

t t
C(G)= IimM 3 IimM =log,w(G). Kérdés, folé lehet-e menni ennek az alsé
I®¥ t L®¥ t

korlatnak. A valasz igen, a legkisebb csucsszama olyan graf, melyben a fenti kifejezésben szigord
egyenlétlenség all, az 5 hosszusagu kor:

3 2

Ennek a grafnak a klikkszama 2, igy ha csak paronként megkilonboztetheté bemeneti jeleket hasznélunk a 2

hossz( sorozatokban, akkor csak 2° = 4 sorozatot készithetiink. Ugyesebb médszerrel 5 paronként dssze
nem téveszthet6 2 hosszUsagu sorozatot is megadhatunk:
00, 12, 24, 31, 43.

A felsorolasban egymas utan kovetkezé lizenetek (valamint az utolsé és az elsé lizenet) elsé betdi 6ssze nem
téveszthetdk, a felsorolasban masodszomszédos sorozatoknak (illetve a negyedik és az elsé, valamint az
utolsé és a masodik sorozatnak) pedig a masodik betiije megkuldonbdztethets, igy az 6sszes sorozat
paronként megkulénboztethets. Ha t = 2XK , akkor ezt az 6t 2 hosszUisagu sorozatot felhasznalva 5% darab t
hosszu sorozatot készithetlink, melyek paronként megkilénboztethetéek. Ebbél azonnal adodik, hogy az 5

hosszu kér kapacitasa legalabb J5. Sokaig nyitott kérdés maradt, ez-e az optimalis érték. Lovasz LaszI6 egyik

hires eredménye annak a bizonyitasa, hogy az 5 hosszusagu kér Shannon kapacitasa valban J5 -tel egyenlé.
(Ennek jelentésége abban is all, hogy a bizonyitas soran Lovasz bevezetett egy késébb nagyon fontossa valt
grafparamétert.)

% Megjegyezzik, hogy sok targyalas az dsszetéveszthetsségi graf segitségével, ezért komplementer médon definiélja
ezt a fogalmat, vagyis Ugy, hogy amit mi C(G)-vel jel6llink, azt ezen targyalasok a komplementer graf Shannon
kapacitasanak nevezik.
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Ajanlo
-Lovasz Laszlé: On the Shannon capacity of a graph
http://www.cs.elte.hu/~lovasz/scans/theta.pdf
-Tom Bohman, Ron Holzman: A nontrivial lower bound on the Shannon capacities of the complements of
odd cycles
http://www?2.technion.ac.il/~holzman/papers/completr.pdf
-Noga Alon: The Shannon capacity of a union
http://www.math.tau.ac.il/~nogaa/PDFS/shann3.pdf

Megmutattuk, hogy egy G graf Shannon kapacitasa alulrél becsilhets log, w(G)-vel. Kénnyen

bebizonyithatd, hogy C(G)-re felss korlat lesz log, ¢ (G), a graf kromatikus szdmanak logaritmusa.

Egy graf kromatikus szdma azt adja meg, legalabb hany szinre van sziikség a graf csucsainak olyan
szinezéséhez, ahol az egymassal szomszédos csucsok (azok a csucsok, melyek kozott fut él) kulonbozs
szintiek. Nyilvanval6, hogy w(G) £ c¢(G) mindig teljesl, hiszen a grafban van w(G) darab paronként
Osszekotott csics, melyek kozil semelyik ketté nem lehet azonos szin(i. Mielétt bebizonyitanank, hogy
C(G) £log, c(G), lassuk be a kovetkezs segédtételt:

Lemma:
c(G) £ (c(G))

A lemma bizonyitasa:
Vegyuk G egy jo szinezését c(G)szinnel. Ennek segitségével fogjuk definialni a G' graf egy megfelels
szinezését (c(G))' szinnel. Gt minden cslicsa egy-egy G csucsaibol allo sorozat. Egy ilyen csticsot szinezziink

a G-beli megfelels szinek sorozataval. Ha két G' —beli csuics 6ssze van kotve, akkor valamely i-re a cstcsok i-
edik koordinatajaban G-ben 6sszekotott csucsok allnak, és igy ezek szine kulonb6zé az eredeti graf
szinezésében. Tehat itt a szinsorozat is eltér, vagyis G'—ben az dsszekotott cstcsokat kiilonbozé szinekkel

szineztiik. A ¢(G) szinbdl legfeljebb (c(G))' killénbdzé t hosszlsagu szinsorozat készithets, tehat

legfeljebb ennyi szint hasznaltunk fel Gt j6 szinezéséhez. igy G' legfeljebb (c(G))'szinnel kiszinezhets,
kromatikus szama nem lehet ennél nagyobb. Ezzel a lemma allitasat belattuk.

Ezutan lassuk a tétel bizonyitasat:

Tétel:

C(G) £log, c(G)

Bizonyitas:
w(G") £ c(G") £ (c(G))
Vonjunk t-edik gyokot az egyenlétlenség két oldalabdl, és vegyiik a kettes alapu logaritmust:
log, (W (G")) £ trlog, c(G)
Osszunk t-vel, és vizsgaljuk mindkét oldal hatarértékét t ® ¥ esetén. A bal oldalon definicié szerint C(G) fog
allni, igy valdban:
C(G)£log, c(G).

Végeredményben a kbvetkezé egyenlétlenséglanchoz jutottunk:
log, w(G) £C(G) £1log, c(G).
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Ha w(G) = c(G), ez lehetsséget nydjt arra, hogy C(G)-t meghatarozzuk, de sok graf esetén ez az egyenléség
nem all. A legegyszeriibb olyan graf, ahol nem teljesiil az egyenléség, éppen a fenti példanal latott 5
hosszsagu kor.

Vajon milyenek lehetnek azok a gréfok, melyekre w(G) = ¢ (G) teljesul? Ezzel a kérdéssel az 1960-
as évek elején kezdett el foglalkozni Claude Berge francia matematikus, éppen a Shannon-féle grafkapacitas
fenti tulajdonsaga altal inspiralva. Az, hogy egy G grafnél ez a két grafparaméter egyenlé, még nem mond
sokat a graf strukturajarol, hiszen ha tekintiink egy olyan grafot, ahol ez a két érték nagyon eltér egymastal,
majd mellérakunk egy elég nagy teljes grafot, akkor az igy kapott G grafban ¢ (G) =w(G) teljesilni fog. Ezért

Berge a kovetkezé kikotést tette: vegylk azokat a grafokat, amelyek esetén mind az eredeti grafra, mind
annak dsszes feszitett részgréfjara fennéll az ¢ (G) = w(G) egyenlgség (feszitett részgrafhoz akkor jutunk,
ha a graf bizonyos pontjait, valamint valamennyi ezen cstcsok kdzott futo élt kijeldljuk, a tébbi csdcsot és élt
pedig elhagyjuk). Az ilyen tulajdonsagu grafokat Berge perfekt grafoknak nevezte el. Az évek soran kidertilt,
hogy ezek igen fontos, sok érdekes tulajdonsaggal rendelkezé grafosztalyt alkotnak.

Berge megfogalmazta azt a sejtést, hogy ha egy graf perfekt, akkor a komplementere is az. Lovasz
egy masik hires eredménye ennek a sejtésnek a bizonyitasa. Egy az elézénél erésebb, szintén Berge-tél
szarmazo sejtés évtizedekig nyitva maradt, tébb mint 150 oldalas cikkben megjelent bizonyitasa csak par éve
szuletett meg: pontosan azok a grafok perfektek, melyek esetén sem a graf, sem a komplementere nem
tartalmaz feszitett részgrafként (vagyis 'atloi’ nélkil) legaldbb 5 hosszisagu paratlan kort. Ezen tétel
bizonyitasa (melyet Maria Chudnovsky, Neil Robertson, Paul Seymour és Robin Thomas talalt meg) az utébbi
évek egyik legnagyobb grafelméleti eredménye.

Lattuk, hogy az informéaciéelmélet nem csak 6nmagaban jelentds aga a matematikanak, hanem mas
terlletekre is inspiraléan hatott. A Shannon altal bevezetett fogalmak az eredeti problématdél igen messzire
vezettek, és példaul a grafelméletben is szamos U], érdekes eredmény megsziletését inspiraltak.

Ajanlé

-A 2004. évi périzsi Claude Berge emlékilés oldala
http://www.ecp6.jussieu.fr/GT04/Berge/Berge.html

-VaSek Chvatal: Claude Berge 5. 6. 1926 — 30. 6. 2002
http://users.encs.concordia.ca/~chvatal/perfect/claude2.pdf

-Denis Boyssou, Dominique de Werra, Olivier Hudry: Claude Berge and the

,Oulipo”
http://www.lamsade.dauphine.fr/~bouyssou/Berge.pdf

A A Sk J 2
Claude Berge és Erdés P
Chronomaths
http://serge.mehl.free.fr/

-Recski Andras: Grafok szinezése
http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2007/eloadas 2008 01 22 recski.html

-Wikipédia a perfekt grafokrol:
http://en.wikipedia.org/wiki/Perfect graph

-M. Chudnovsky, N. Robertson, P. D. Seymour, R. Thomas: Progress on perfect graphs,
http://people.math.gatech.edu/~thomas/PAP/perfsur.pdf

-Paul Seymour: How the proof of the strong perfect graph conjecture was found
http://www.math.princeton.edu/~pds/papers/howtheperfect/howtheperfect.pdf

-Tony Jebara el6adésa a Perfekt grafokrol:
http://videolectures.net/mlss09us_jebara_mapepg/

-Vasek Chvatal: Perfect problems
http://users.encs.concordia.ca/~chvatal/perfect/problems.html

-Simonyi Gabor: Graph Entropy — A Survey
www.renyi.hu/~simonyi/grams.ps
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