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Készitette Korandi Daniel és Hrask6 Andras

Az elbadast és az abbol készilt jegyzet elkészitését timogatta a
Budapest Bank Budapestért Alapitvany, a
Fovarosi Kozgyiilés Oktatasi Bizottsaga €és a
Typotex Elektronikus Kényvkiado Kit.

Az eliadés sorén Lovasz LaszI6 egy specidlis szoftvert hasznalt, amely letdlthets a F
http://research.microsoft.com/research/downloads/Details/0D17AB26-0C7F-4D2F-A79C- -
AB3FA2ADD92D/Details.aspx |

cimrél. Hasznalatéhoz .NET 1.1 szikséges. Ez a szoftver valojaban magat az eldadast is ™/
tartalmazza angol nyelven. -y

Néhany példat mutatunk grafelméleti  probléméak  geometriai
megkdzelitésére, és algoritmikus mddszerek alkalmazasara. Ezek szamos pontok
kapcsolddnak Tutte munkassagahoz.

William Thomas Tutte(1917-2002), grafelmélész, aki zarkdzottsagaban is rendkivil
érdekes egyéniség volt. Munkéssaganak jelentds pillanatai kozul az angol kodfejtd
kdzpontban, a 1. vilaghaboru alatt alapveté tevékenységét emelhetjik ki.

W. T. Tutte a neten:

A MacTutor Matematikatorténeti archivum Tutte szcikke:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Tutte.html

A Wikipédia szocikke Tutte-rol:
http://en.wikipedia.org/wiki/William_Thomas_Tutte

Arthur M. Hobbs és James G. Oxley: William T. Tutte, 1917-2002
www.math.Isu.edu/~oxley/ahjo.pdf

Sikbarajzolhato grafok

Tutte  modszereit fogjuk
alkalmazni a
kovetkezokben.

Tekintsik az 1. abrén lathato
grafot  fizikai  testnek, amelyben az
élek gumiszalagok! A gumisza-
lagok olyan idealis anyagok,
amelyek a hosszuk négyzetével
aranyos energiat tarolnak, s
6sszehlzbdéssal
energiaminimumra  torek- szenek.
Hosszuk akar nulla is lehet.

Képzeljik el, hogy a gréafot
magara hagyjuk Ugy, hogy a fehér
cstcsokat elengedjik, a piros
csomépontokat viszont 1. abra tovabbra is
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lerdgzitjiik! Mi fog torténni a graffal? Milyen egyensulyi helyzetbe all be?
Erdemes az emlitett szoftverrel kiprobalni, hogy mi torténik. A végeredmény a 2. abran
lathato: felismerhetjiik a dodekaéder élhaldzatat.

Két alapvet6 kérdest szeretneénk tisztazni
ezzel a fizikai algoritmussal kapcsolatban. Az els6
azt firtatja, hogy mitél fligg, illetve nem fligg az
eljaras eredményeképp kapott rendszer, a masik
arra vonatkozik, hogy mennyire ,,szép” a végeze-
tll kapott abra. Most pontositjuk a kérdéseket.

Az eljaras bemené adatait harom csoportba
oszthatjuk:

l. A graf megadasa: hany cslcsa van,

melyek koz6tt vannak élek?

. A rogzitett pontok megadasa: mely
csucsokat rogzitjuk, a sik mely
pontjara rogzitjik oket?

I1l. A szabad pontok megadasa: a sik
mely pontjaiban vannak az algo- ¥ 3
ritmus elején a nem rogzitett csu-
csok?

Az algoritmus lefolyasa természetesen fligg mind

a harom tipustol, az algoritmus eredménye pedig 2. abra
fugg az I-11. tipusba tartoz6 adatoktol is. Az elsé

megvéalaszolando kérdésiink a kdvetkezo:

1. kérdés: Az algoritmus eredményeként kapott pontrendszer fiigg-e a Ill. tipusba
tartozo adatoktol, tehat a szabad pontok kezdeti elhelyezkedésétol?

Az alabbi feladat az 1. kérdés atfogalmazasa egy konkrét, de nem trivialis esetben:

1. feladat: A G grafnak hat cstcsa van: ri, rz, I3, s, S1, S2, €s kilenc éle: rira, rars, rara,
rar, 1181, r2S2, r3S2, raS1, S1S2. AZ r1, Iz, I3, ra csucsoknak feleltessiik meg a sik

R1(-1,-1), R2(1,-1), R3(1,1), Ra(-1,1)

pontjait! A G gréaf s, s> csucsainak a sik mely Si, Sz pontjait feleltessik meg, ha azt
akarjuk, hogy az

E(S,.S,) = R1812 + stzz +RsS, T R4812 + 81822

négyzetodsszeg

a) minimalis legyen? b) lokalisan minimalis legyen?

1. Megjegyzés: a fenti E kifejezés a nem rdgzitett szalagokban tarolt energiat fejezi ki.
2. Megjegyzés: a ,,lokélisan minimalis” kifejezés azt jelenti, hogy ha az Si, S, pontokat tetszélegesen, de csak
»Kicsit” — tehét pl. egy rogzitett e értéknél kisebb tavolsagra elmozditva — valtoztatjuk, akkor E értéke né.
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3. Megjegyzés: ha a rendszernek lenne lokalis minimumbhelye, akkor a fizikai rendszer annak kis kdrnyezetéhél
oda mozdulna.

A feladat megoldasa a cikk végén olvashatd.

Ismeretes, hogy vannak olyan grafok, amelyeket barhogy is rajzolunk le a sikba a graf
csUcsainak pontokat, az éleknek pedig a megfelel pontok k6zott futé folytonos gorbéket
megfeleltetve, a kapott abran mindig lesznek olyan vonalak, amelyek metszik egymast. llyen
graf pl. a teljes 6tszog (Ks) és a ,,harom haz harom kat” graf (Kuratowski graf, K 3).

E

3. dbra

Kuratowski-tétele (pontositasért lasd az alabbi linkeket) l1énye-
gében azt mondja ki, hogy egy graf akkor és csakis akkor rajzolhat6
sikba, ha nem rejt6zik el benne a 3. abran lathato egyik graf sem.

Ajanlo

Lovasz Léaszl6

Hajnal Péter: Grafok sikbarajzolasa, sikgrafok
http://www.math.u-szeged.hu/~hajnal/courses/graf00/sikgraf.htm

Wikipédia Kuratowski tételérél:
http://en.wikipedia.org/wiki/Kuratowski%?27s _theorem

A MacTutor Matematikatorténeti Archivum Kuratowskirol:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Kuratowski.html

Masodik megvélaszolandd kérdésiink az, hogy ha sikbarajzolhat6 grafbol indulunk,
akkor az eljaras eredményeképp kapott abra vajon a graf egy olyan sikbarajzolasa lesz-e,
amelyben az élek nem metszik egymast.

Még be kell Iatnunk, hogy a minimum minden esetben pontosan egyféleképpen johet Iétre.
o
A rendszer energigjat igy irhatjuk: g (X; - Xj)2 +(y, - yj)2 (ahol H a graf éleinek halmaza). Errél
(i,)TH
pedig tudjuk, hogy minden x; vagy yi valtozé szerint (a tobbit rogzitve) egy konvex parabola a képe, tehat
pontosan egy minimuma van. A figgvenyt minden ilyen valtozo szerint lederivalva a kdvetkez6 kifejezést

1
kapjuk: —— ax =X; és ayl =Y, , ahol d(i) az i-edik pont foka. Azaz minden szabad
()(I jTH d()(l HTH

pont a szomszédainak stlypontja.
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Nézzuk ezt az Gjabb példat! Az algoritmusunk sikba rajzolta a grafot.

Sikba rajzolhat6 graf
Egy grafot sikba rajzolhaténak neveziink, ha le tudjuk gy rajzolni, hogy semelyik két él ne messe

egymast.

Vajon eléfordulhat-e, hogy egy sikba rajzolhato grafbol az algoritmus nem
ilyen tulajdonsagu grafot kreal?
Ha egy haromszoget tekintlink, amelyben egy cstcsabol egy Ut indul, akkor példankat egyetlen

haromszoggé rantja 6ssze. Az ilyen esetek elkerllése végett feltesszilk, hogy a graf
haromszorosan 0sszefligga.

Haromszorosan osszefiiggé graf:
Olyan graf, amely &sszefliggé marad, akarmelyik két cstcsat ,,toroljuk” is.

Feladat:
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Bizonyitsuk be, hogy egy graf akkor és csak akkor rajzolhaté sikba, ha minden
(legaldbb) hdromszorosan dsszefiliggé részgréfja is sikba rajzolhatd.

A rogzitett pontokat is gy kell kivalasztanunk, hogy ne legyen két, nem szomszédos pont kdzt
él (szomszédosak kozt viszont legyen), ekkor ugyanis el6fordulhat, hogy rogzitett élek metszik
egymast, amikre az algoritmusnak semmi hatasa nincsen.

Feladat:

Adjunk meg olyan algoritmust, amellyel kivalaszthatok a megfelel6 rogzitett pontok!

Lemma: nem lehetséges a szabad cslicsok rogzitetteken kivili elhelyezkedése

Indirekt bizonyitas: az ilyen elrendezédés szabad pontokat jelentene a konvex burokban. Konvex szdg
alatt helyezkedne el minden beldle kiindul6 él, igy nem lehetne szomszédos csucsainak sulypontjaban.
Megjegyezziik, hogy fizikailag az élek egy irdnyba hizé eréket jelentenének az egyik komponens szerint.
Bebizonyitjuk, hogy ezek a feltételek elégségesek is.

Ha a graf sikba rajzolhatd, akkor feltehetjik, hogy haromszdgekbsl all (ugyanis fel tudjuk bontani
haromszdgekre). Legyen ennek a sikba rajzolt valtozata az 1. &llapot, a 2. llapot pedig ennek az algoritmussal
atalakitott képe!

Problémét jelent, ha els6é &llapotbeli szomszédos haromszdgek — amelyek a mésik abrédn is haromszégek — a
maésodik allapotban ,,egymasra hajlanak”.

Vegyuk a kézos oldalegyenest, és jeldljuk a kozos él végpontjait A-val ill. B-vel, a megmaradt két cstcsukat pedig
C-vel ill. D-vel!

A C és D ponthdl lennie kell olyan élnek, ami tvolodik a vizsgalt AB egyenestdl, ha nem rogzitett pont (ld.
lemma). Amig el nem érjlk a hatart, mindig talalhatunk az aktudlis végpontbdl kiindul6, az egyenestdl tavolodo
élt. A C-bél és D-bol indul6 utaknak lesz metszéspontja — a hataron is dsszekothetjik 6ket —, ezek kozil az elsét
valasztjuk ki.

Az A és a B pontbdl hasonl6 médon, csak a masik irdnyba haladva ugyancsak kaphatunk egy metszéspontot. Csak
a két haromszoget, a két-két utat (a metszéspontokig) és az egész graf konvex burkat tekintve, a kapott graf nem
rajzolhato sikba (itt sziikség van a fent emlitett megfelelé pontrogzitésre). Ez viszont ellentmondas, mert a sikba
rajzolt, elsé allapotnak ez részgréfja kellene, hogy legyen. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Feladat
Bizonyitsuk be, hogy a kapott graf tényleg nem rajzolhaté sikba!

Kdnnyen belathatjuk, hogy egyrétiien fedik le a haromszdgek a rogzitett pontok sokszogét.
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A lerajzolési moédszer nem minden esetben hasznalhat6 jol, mert példaul a kdvetkez6 (néhany
pontd) graf kdzépsé tengelyén végighizodd utjanak szomszédos pontjai tal kdzel keriilnek

egymashoz:

n

16
Az Gt n. pontja az alaphoz tartoz6 magassag %5- -részénél kdzelebb van az alsé két rogzitett csiics egyeneséhez,
€og
ui. az (n-1). pont és az also rogzitett csticsok sulypontjatél lejjebb hizza a hozza éllel kapcsol6do (n+1). pont.
Tutte 1963-ban kifejlesztett mddszerének mas alkalmazasai is lehetnek:

»Elfajult” grafok

Korébbi feltételeinket nem elégiti ki az alabbi harom halézat:

-1/17-
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Egy nem sikba rajzolhat6 gréaf
Az elébbi grafhoz hasonlo esetet mutat a kdvetkezo két dbra:

A nem sikba rajzolhat6 haldzat két sarga pontja, lathatéan egy pontba csuszott. A két pontot ugyanahhoz a harom
ponthoz kéti él, tehat ugyanannak a haromszdgnek a stlypontjaba rendezi el az algoritmus.

Az elfajulast megsziintethetjiik, ha megerésitiink egy gumiszalagot, tehat egy egyltthatét
megvaltoztatunk a haromsz6g egy csucsa, és egy sarga pont kdzotti rugonk energiajaban:

Lathatd, harom pont eqy egyenesen huzddik végig, egy, a masik sarga ponthoz tartozo erésebb
szalag azonban megbonthatja a szimmetriat:
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Egyszeres 0sszefliggés
A gréaf egyetlen pontjahoz kapcsolddva utat alkot6 sarga pontok nem lathatok a masodik abran:

Az elfajulds nem sziintetheté meg a gumik erejének valtoztatasaval.

Kétszeres 0sszefiiggés
Tekintslk a kovetkezo abrat, és figyeljik meg a zéld pontok helyzetét!
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A két fekete csucs elhagyasaval a hal6zat nem marad 6sszefliggé, a négy zold csdcsot el tudjuk
a tobbitol ,,vagni”, tehat a graf legfeljebb kétszeresen Osszefiiggd. Az algoritmusunk egy
egyenesre hlzta a zold cslcsokat.

Bebizonyitjuk, hogy a graf egy egyenesen elhelyezkedé (fekete és z6ld) cstcsai a gumierésségek barmilyen
megvalasztasa esetén egy egyenesen vannak.

Tegyik fel ui., hogy lesz olyan z6ld pont, amelyik nem a fekete csticsok altal meghatarozott szakaszon helyezkedik
el!

Vegyunk a graf egy ilyen tulajdonsagu, valtozé gumiszalagokkal erésitett rajzolasat! Ha tekintjiik az dbra konvex
burkat: vagy tartalmaz z6ld csicsot; vagy a két fekete csticshdl all, ami ellentmondana a feltétellinknek. A konvex
burok zold csicsa azonban a lemmankban szerepld feltételeknek megfelel, tehat egy konvex szégdn belil
helyezkednek el a beldle kiindulé élek. A kapott helyzet tehdt nem lehet minimalis energetikailag, ami
ellentmondas.

A régi ismergs
A tapasztalataink segitségével az elébbi abrank szimmetrigjat is megbonthatjuk egy erésebb
rugoval:
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Harom pont egy egyenesen

Feladat:

Bizonyitsuk be, hogy az alabbi, az algoritmus kimeneteként kapott rajzon zélddel jel6lt
pontok egy egyenesen helyezkednek el!

Az el6bbi feladatban bebizonyitott kollinearitds megsziinik, ha a négyzet két atlojara
szimmetrikus graf két élének gumijat megvaltoztatjuk:

Feladat:

Eshet-e hdrom pont egy egyenesre a kapott grafon? Ha igen, melyik él(eke)t ersitenénk
még meg?
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Osszefoglalva az elfajulas kétféle eredetti lehet: szimmetriai okokra visszavezetheté vagy
veéletlen; és az alacsony 0sszefiiggéségbol, mas szoval strukturdlis okokbdl kdvetkezo.
Megfigyelhettiik: az el6bbi kizarhat6 a gumiszalagok erejének modositasaval, az utébbi nem
orvosolhato eszkdziinkkel.

Lemma: Barmely harom pontra megvéalaszthatdk gy a gumik erésségei, hogy a harom csucs ne
essen egy egyenesre.
Bizonyitasunkban felhasznéljuk a Menger-tételt:

Menger-tétel

Ha egy haromszorosan dsszefligg6 grafbdl kivalasztunk két csticsharmast, akkor meg lehet adni harom
olyan utat, ami a pontharmasok kozétt halad, és nincs kdzds pontja. Egy ilyet mutat a kdvetkez6 kép, ahol
a pontharmasok zéldek és pirosak:

Feladat:
Bizonyitsuk be, hogy az eléz6 kép haromszogének zold pontjai egy egyenesen helyezkednek

el

"o

Vegylink a rogzitett pontok kozil harmat, és legyen ennek a pontharmasnak piros, a vizsgalandd harom
cstcsnak zold a nevel Ha a Mengel-tétel segitségével kivalaszthatd harom Gt éleinek gumierdsségét
nagyon megndveljlk, akkor elérhetd, hogy akarmilyen kdzel keruljenek a zold cstcsok a hozzajuk kotott
pirosakhoz. A piros pontok haromszéget alkotnak, tehat a zoldek sem lehetnek egy egyenesen. Abrankon
is latunk példat:

Matematika Oktatasi Portal, matek.fazekas.hu -1/17 -




Lovész Lé&szl6 : Gumiszalagoktdl algoritmusokig

Igazoljuk, hogy haromszorosan dsszefliggé grafok esetén megvélaszthatok a gumiszalagok erésségei oly
maddon, hogy semelyik hdrom cslcs ne essen egy egyenesre.
Adjunk az i és j pontokat 6sszekdté gumiszalagoknak cj; erésséget!
o
A rendszer energidjat esetinkben @ C;; ((x, - Xj)2 +(y; - yj)z) osszefiiggés irja le az eddigi jel6lésekkel.
(i,))IH
1 o
. . . - - S 1 o _
Az xi és y; valtozok szerint lederivalva a kifejezest: 2 c L Vi ieso— aAC¥Y; =Y
A Cj (.p)TH A . jH
i
Osszefuiggeseket kapjuk a minimumhely koordinataiként.
Harom pont akkor esik egy egyenesre, ha a kdvetkez6, a koordinatikat tartalmazo determinans értéke O:

X Y
X, Y, . Behelyettesitve az elé6zéekben kapott kifejezésekbe algebrai egyenleteket eredményez a cij-kre.

X3 Ys

Béarmely hdrom pontra a kapott egyenlet nem lehet azonossag, mert lemmankban belattuk, hogy cij-k valaszthatdk
minden haromszorosan 6sszefliggé pontharmasra ugy, hogy ne elégithessék ki az egyenletet, ne essenek pontjaink
azonos egyenesre.

A véges sok algebrai egyenlet, amelynek egyike sem azonossag, egyutt sem fedi le a teljes megoldashalmazt, lesz
olyan cij, ami semelyiket sem teljesiti, tehat semelyik harom pont nem lesz egy egyenesen.

Hogyan tudjuk hasznositani tételtinket?

Az allitas alkalmazasaval tesztelni lehet, hogy a graf haromszorosan 6sszefliggd-e.

Valasszunk ki az &dbrabdl minden lehetséges madon hat pontot! Lerdgzitjik kdziluk barmely harom pontot egy
szabalyos haromszdgbe.

Ha a graf haromszorosan dsszefliggd, (A minimum a gumierdsségek egy adott valasztasanal egy egyenesen
feszitheti ki a masik harom pontot.) az el6bbi bizonyitasbol kdvetkezéen a cij-értékeket véletlenszertien érdemes
megvalasztani, mert 0 valoszintiséggel esik az algoritmussal megkeresett minimumnal a masik harom pont egy
egyenesre. Ha nem vélaszthatd ki a harom-harom cslcs kozott hadrom kiildnbdzé Gt, az elézé bizonyitas
egyenletében azonossag szerepel, a hdrom csics egy egyenesen lesz. Elegend6 tehéat a kollinearitést ellenériznlink.
Elvégezhetjiik a vizsgalatokat tobb ponttal is, ekkor magasabb dimenzids térben kell a tulajdonséagot ellenérizniink.
Az eldbbi eljarast valos szamokkal végeztik. Bizonyos esetekben azonban a szamolasok
elvégzése problémat jelenthetne. Ha tekintjuk ui. a régi ismerdgst (Isd. ,,elfajult” grafok), akkor

a kozépso tengelyen végighizodo at sokkal tobb pontbol is allhat (pl. 100), és az also két csucs
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..100

egyeneséhez olyan kozel kerilhet (példankban a magassag ‘3%9 -részénél is kozelebb), ami
€39

szamitasaink hibahataran bell helyezkedik el jelent6sen.

Egyszerti megoldas lehet problémainkra, ha a szamitadsokat modulo p végezziik, ahol p egy
primszam. Bizonyitasunk ui. csak algebrai 1épéseket hasznal, amelyek elImondhatok barmilyen
testben. Elegendé tehat algoritmusunkat modulo p futtatni.

A megval6sithatdsag fligg a prim nagysagatol:

Feladat:
Bizonyitsuk be, hogy n csticsszamu graf esetén n® nagysagrendi primet kell keresniink!

Maximalis vagas-probléma

A gréfelmélet egyik fontos kérdését targyaljuk a kovetkezékben. A halozatok pontjait két olyan
osztalyba szeretnénk sorolni, ahol a két csoport kozotti élek szama maximalis. P1. a paros grafok
esetében a keresett elosztas minden csucsot tartalmaz. Bizonyos értelemben tehat az ilyen
tulajdonsagu abrékat szeretnénk megkdzeliteni.

Tekintsiik az alabbi gréafot!

A képen feketével jel6ltiik a csoport egyik, fehérrel a masik csoport pontjait.

A probléma megvaldsitasa n pontd grafra 2" Iépéshen trivialis. NP—teljes, tehat a nyilvanvald lehetségnél
jelentékenyen révidebb idejii megoldasa valosziniitlennek ttnik.

A pontos optimum megallapitasanak nehézségei a kdzelité meghatarozast elénydsebbé teszik.

Erdés Pal eredménye

Az 1960-as években Erdés megadott egy eljarast, ami legalabb az optimum felét eredményezi.
Az algoritmus sorra veszi a pontokat, és elhelyezi a csoportok egyikében. Megvizsgélja, hogy
az Uj pontot az eddigiek kozil melyik csoporttal koti 6ssze tobb él, és a masikba rakja. Lathato,
hogy mindig legalabb az élek felét a két osztaly kdzé rakhatjuk, az optimum természetesen

legfeljebb az dsszes él, 6sszességében tehat legalabb 50 %-ot eredményez.
Természetesen a médszer bizonyitja, hogy mindig legalébb az élek felét tartalmazza a legjobb vagas.

Matematika Oktatasi Portal, matek.fazekas.hu -1/17 -



Lovész Lé&szl6 : Gumiszalagoktdl algoritmusokig

Hastaad bizonyitasa

Barmilyen egyszert is Erdds eljardsa, sokaig mindossze a legjobb vagas polinomidlis idejt
megkeresésének valdszintitlenségét sikerdlt igazolni, jobb algoritmust nem talaltak.

Hastaad, svéd matematikus a "90-es évek kozepén belatta, hogy ha létezik az optimum 94 %-at
megado, gyors maddszer, az optimum is elérheté hasonléan polinomialis idében.

Gommance és Williamson algoritmusa

Haastad tétele utdn nem sokkal Gommance és Williamson, két amerikai matematikus eljarasa
az idealis vagas 87 %-at érte el.

A modszert a gumiszalagokkal magyarazzuk meg.

Ha véletlenszeriien, 1/2-1/2 valésziniiséggel szinezziik a pontokat feketére és fehérre, varhatdan az élek fele
hazodik kilénbozé szind pontok kdzott.

Az élhez tartozo keét cslcs ui. ¥4 valoszintiséggel azonos, és ugyanennyi eséllyel killénbdz6 szint lesz.
Vizsgaljuk meg a dodekaéder hal6zatanak alabbi, véletlenszerien elhelyezett cslicst abrajat, és

a rajta véletlen iranyba hdzott egyenest!

Az egyenes az elébbihez hasonlé médon varhatdan az élek felét vagja at.
Ha azonban a gumiszalagok 6sszehGzodnak, latjuk, hogy az egyenes kevesebb élt keresztez:
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A rugok ui. megrovidultek, kisebb valdszintiseggel metszi az egyenes az egyes szalagokat.
Megjegyezziik, hogy kevés él atvagasara kival6 lenne a médszeriink.

Természetes lehetéséget nydjt, ha nem a minimalis energidju helyet, hanem az energia
maximumat keressik meg, az egyes pontokat tavolitjuk. A keresett maximalis értéket a
rendszer a le nem rogzitett pontok végtelenbe tolddasanal veszi fel, ezért egy korben
korlatozzuk a csucsokat. A szabad csicsok a képen lathatéan a koron sorakoznak:

A véletlen egyenessel rendkivil jo eredményt érhetlink el: akar a maximalis atvagott élszamot
is. Maximalis vagasnal egyszerti dolgunk van a paros grafokkal: ezek pontjai ugyanis helybél
két csoportba vannak osztva, ahol csak a csoportok kozt fut él.

Az algoritmusunkkal azonban problémak meriilnek fel: Egyrészt kétséges, hogy mennyire
hatdsosan maximalizaljuk az energiat a korbe szoritva. Masrészt pedig ennek a maximumnak
megtalalasa viszonylag lassi mivelet. Ezen gondokra megoldast nydjthat, ha kiléplink a két
dimenziobol: n dimenzids térben eresszik el az egymast taszitd pontokat (ahol n a pontok
szama). Itt mar gyorsan szamolhat6 a maximum.
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Téglalap kitoltese kisebb négyzetekkel

A gumiszalagoknak egy tovabbi alkalmazésa is lehetséges: az 06sszeh(z6 algoritmus
tulajdonsagai, és megfelelé graf felhasznalasaval egy téglalapot tobb kisebb négyzetre
bonthatunk:

Lathato, hogy a grafnak most csak két rogzitett pontja van. Induljunk el balrdl, s vizsgaljuk a
rogzitett pontbol kiinduld éleket! Mindegyikhez rajzolunk egy, az él vizszintes vetiletével
megegyezé oldall négyzetet, amely vizszintes kdzépvonalanak jobb oldali végpontjaban van
az él masik végpontja. Most nézziik az egyik (mondjuk k6zépso) él-végpontot, s vizsgaljuk az
abbol jobbra induld éleket! Ezek mindegyikéhez rajzolhatunk megfelelé négyzetet, az él
vizszintes vetllete oldalhosszisagut, a bal szomszéd négyzet lapjara illeszked6t. Ezek az Uj
négyzetek pontosan elfoglaljak a bal szomszéd négyzet lapjat, hiszen a pont a sulypont, igy a
bel6le balra illetve jobbra kimend élek vetlletének 6sszhossza egyenlé. Hasonlé mddon
belathatd, hogy a megfelelé négyzeteknek az 0j jobb oldali vegpontok is egy oldaluk
felezépontjdban lesznek. Végighaladva az 6sszes élen, végll egy téglalapot adnak a Kis
négyzetek.
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Az algoritmust meg is fordithatjuk, ha vesziink egy négyzetekre feldarabolt téglalapot. Ehhez
el6szor is hizzuk meg a figgoleges éleket, valamint a négyzetek vizszintes kdzépvonalait, majd
minden ilyen szakaszt hlzzunk 0ssze egy pontba (a felezépontba)! Ily moédon megkapjuk a
graf pontjait, a kdzépvonalakbdl pedig az éleket. Meggondolhaté, hogy a maodszerrel a
sikgrafok és a néegyzetekre felbontott téglalapok kdlcsondsen egyértelmiien megfeleltethetéek
egymasnak.

A metodust R. L. Brooks, C. A. B. Smith, A. H. Stone és W. T. Tutte 1940-ben, a hires ,,négyzet felbontasa
kilonbdzé kis negyzetekre” probléma kutatasa kdzben dolgozta ki. Meg is talaltdk azt a grafot, amire az
algoritmust alkalmazva a kivant felbontés all elé:

e, y

A felbontas egyuttal a legkevesebb négyzetszamra is példat ad.
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