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1. A Poincare-sejtés aktualitdsa 2006-ban

2006. augusztusaban a Nemzetkdzi Matematikai Uni6 (IMU)
Grigorij Perelmannak itélte az egyik Fields-érmet olyan kutatasi
eredményekért, amelyek tébbek kozott a Poincaré-sejtés megoldasahoz
vezettek el. Ez az egyik legjelentésebb matematikai kitiintetés, sokan a
Nobel-dij megfelel6jének tartjak. A dijat 40 évnél idésebbek nem
kaphatjak meg, mert a kiirok a jutalmat elsésorban a tovabbi kutatasok
0sztonzésére szanjak. A nyerteseket négyévente hirdetik ki és egyszerre
legfeljebb négyen kaphatjdk meg az érmet. 1dén olyasmi tortént, ami korabban még
sosem: Grigorij Perelman nem vette at a kitiintetést.

A Fields-érem

Az orosz matematikus bizonyitasa egyébként még nem jelent meg
nyomtatasban; Perelman csak kozolte sajat ,kéziratait” az interneten, melyekbdl
kirajzolédott William Thurston geometrizacids sejtésének bizonyitasa. A Poincare-
sejtés a geometrizacios sejtés specidlis esetének tekinthetd.

A bizonyitas értékét az is jelzi, hogy egy princetoni maganalapitvany, a Clay
Matematlkal Intézet altal 1999-ben Kijel6lt 7 probléma, az ugynevezett ,,Millenniumi
; - problémak” egyike volt a Poincaré-sejtés. Minden egyes
kihirdetett probléma megoldasaért az intézet egymillié dollart
ajanlott fel. Még kérdés, hogy odaitéli-e Perelmannak a Clay
Intézet kuratériuma a dijat, és ha igen, akkor Perelman vajon azt
is visszautasitja-e.

Grigorij Perelman Az el6adasban a tovabbiakban a matematikai tartalomra
fektetjuk a hangsulyt, a az aktudlis torténeti érdekességek
tekintetében az aldbbi olvasnivalot ajanljuk.

Ajanlé

A Nemzetkdzi Matematikai Uni6 (IMU) honlapja:
http://www.mathunion.org/

A Fields-érem 2006. évi dijazottjai:
http://www.mathunion.org/medals/2006/

Sylvia Nasar és David Gruber: Manifold destiny - A legendary problem and the battle over who solved it. The New

Yorker, Annals of Mathematics
http://www.newyorker.com/fact/content/articles/060828fa_fact2

Az egymillié dollaros dijat felajanlé Clay Matematikai Intézet oldala a Poincaré-sejtésrol:
http://www.claymath.org/millennium/Poincare_Conjecture/

A Népszabadsag, 2006. augusztus 24-ei hire: Perelmant nem érdekli a Fields-érem.
http://www.nol.hu/cikk/414928

Grigorij Perelmanrdl:
http://hu.wikipedia.org/wiki/Grigorij_Perelman
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2. A geometriatdl a topoldgiaig

Henri Poincaré francia matematikus alkotta meg a geometria egyik agaként a
topoldgia nevli tudomanyt. Tisztazzuk el6szor is, nagy altalanossagban mi is a
geometria. Erds leegyszertisitéssel azt mondhatjuk, hogy a geometria térbeli alakzatok
(esetleg magasabb dimenzidés térben fekvé ponthalmazok) tulajdonsagaival és
viszonyaival foglalkozé tudoméany. Az alakzatok legfontosabb geometriai jellemz6i a
mértékviszonyok, szakszoval az Ugynevezett metrikus invariansok (pl. tavolsag, szog,
tertilet, stb.). A metrikus geometria akkor tekint két alakzatot egyformanak, ha
egybevagok, azaz olyan transzformacidval feleltethet6k meg egymasnak, amely a
mértékviszonyokat nem valtoztatja meg. Példaul haromszogek egybevagbsaga esetén
megfeleld oldalaik hossza és szégeik is megegyeznek.

Ha az egybevagosag feltételét gyengitjlk, eljuthatunk a hasonlésag fogalmahoz,
ami szogtarto, de mar nem feltétlenll tavolsagtarté megfeleltetés. Ismeretesek olyan
geometriai transzformaciok (pl. affinitasok, projektivitasok), amelyek még kevesebbet
koévetelnek meg ahhoz, hogy két idomot egyformanak tekintsiink. Az affin geometria
szemszogébol példaul mar barmely két haromszég egyformanak mindsdl. Itt a
mértékviszonyok nem geometriai invariansok, de a vizsgalt transzforméciok legalabb
egyenestartok.

A topolégia nemcsak hogy a mértékviszonyokkal nem torédik, tehat se
tavolsagot, se szoget nem tartd transzformaciok is megengedheték benne, hanem még
az egyenes vonalak, sik fellletek is tetszélegesen elgdrbithet6k. Ezért a topoldgiat
»~gumigeometrianak” is szoktak hivni.

A topolégidban az idomokat topologikus ekvivalencia (vagy topoldgiai
egyenl6ség) erejéig kilonboztetjik meg: két alakzat akkor topologikusan ekvivalens
(mas széval homeomorf), ha olyan kdlcsondsen egyértelmi megfeleltetés van kozottik,
amely folytonos mindkét iranyban. Példaul barmely két sokszéglemez homeomorf
egymassal, tekintet nélkil az oldalszamukra. S6t, mindannyian homeomorfak egy
korlappal is. Erezhets, hogy két idom topologikusan ekvivalens, ha egymasba
deformalhat6k oly médon, hogy szabadon nyudjthatjuk és hajlithatjuk 6ket, de szakitast
és ragasztast nem végezhetink rajtuk. Példaul a borostiveg és a tAnyér homeomorf,
ugyanis, ha agyagbol lenne, akkor a fazekas az egyik alakzatbol (a borostivegbdl)
fazekaskorongja segitségével el6 tudna allitani a masikat (a tanyért).

A modern matematikat, a kulonféle matematikai strukturdk elméletét a
rendteremtés szandéka hatja at. A vizsgalt objektumokrél teljes attekintést,
osztalyozast szeretnénk latni. Elvben annal kdnnyebb az osztalyozas kérdése, minél
tobb objektumot tekintiink egyformanak. Ezért kecsegtet eredménnyel, ha a geometria
targyait csupan topologiai egyenléség erejéig kivanjuk osztalyozni. A topoldgiai
osztalyozas varhatéan joval egyszertibb, mint a geometriai: példaul sokszdgbol
geometriai szempontbo6l (még akar az affin geometria szempontjabdl is) végtelen
sokféle van, mig topoldgiailag csak egy.

Ennek az egyszeriisddésnek viszont ara van: jéval nehezebbé valik annak
szabatos eldontése, hogy két alakzat nem homeomorf egymaéssal. llyen fajta
kovetkeztetések levonasahoz un. topologikus invariansokat lehet hasznalni. Alakzatok
egy jellemzgjét topologikus invariansnak mondjuk, ha valahanyszor két homeomorf
idom egyikére érvényes, szikségképpen a masikra is. Szemléletesen koénnyen
befogadhat6 topologikus invarians az 6sszefligg6ség: ha egy idom 6sszefliggd, azaz egy
darabbdl all, akkor nem lehet homeomorf egy olyan idommal, amely nem 6sszefliggo,
azaz egynél tobb darabbdl all. Altalaban nem kénny( topologikus invariansokat talalni.
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7 7.

Nagy vonalakban, leegyszertsitve azt is mondhatjuk, hogy a topoldgia tudoméanya a
topologikus invariansok felderitésébdl és vizsgalatabdl all.

Az 0sszes elképzelhet6 alakzat topoldgiai osztdlyozasa (azaz teljes és
attekinthet6 lista készitése roluk) lehetetlentil nagy feladat. Ezért csak bizonyos
tulajdonsagu, specialis idomokra szoritkozva lehet reményteli a topoldgiai osztalyozas
kérdése. llyen specialis idomokrol, mégpedig a fellletekrdl és magasabb dimenzios
altalanositasaikrol szol a kovetkezd két szakasz, és ehhez a témakoérhoz tartozik a
nevezetes Poincaré-sejtés is.
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Két egybevag6 alakzat Két hasonl6 alakzat Két homeomorf alakzat Két nem homeomorf alakzat
1. dbra
Ajanlé

A skéciai St. Andrews Egyetem McTutor Matematikatdrténeti Archivuma a topoldgia torténetérdl:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/HistTopics/Topology_in_mathematics.html
A Mathworld weblexikon
a topoldgia fogalmardl: http://mathworld.wolfram.com/Topology.html
a homeomorfizmus fogalmardl: http://mathworld.wolfram.com/Homeomorphic.html

3. Fellletek a topologiaban

A fellletek egyszert, és ugyanakkor talan a legszebb példak olyan alakzatokra,
amelyeket érdemes topoldgiai nézépontbdl vizsgalni. Mit is értink feltleten?
Kézenfekv6 egy haromdimenzids térben fekvé test hatarara, azaz a testet hatarold
ponthalmazra gondolni, mint feltletre. Példaul felllet a tomér golyé hatara, azaz a
gombfelllet, vagy fellilet egy kocka hatara is, ami hat négyzetlap egyesitéseként all el6.
Viszont az absztrakt matematika szamara a felllet fogalméanak olyan fajta értelmezése
hasznosabb, amelyben elvonatkoztatunk a befoglald tért6l, és csupan a vizsgalt
ponthalmaz tulajdonsagai, méghozza lokalis (azaz kis méretekben ellenérizhetd)
tulajdonsagai alapjan dontjuk el, hogy felulet-e. Azt mondjuk, hogy egy ponthalmaz
felilet, ha barmely pontjanak elég kis kornyezetében a sik egy kis darabjaval
homeomorf. llyen modon felllet példaul maga a sik, de fellilet egy (végtelen hosszu)
hengerpalést, vagy egy nyilt (azaz hatarvonalatél megfosztott) kérlemez, és persze
feluletek mind a térbeli testek hatarai is. Miutan a fellUlet definicigjaban a sikot, azaz
egy kétdimenzios alakzatot hasznaltunk prototipusként, a feltleteket topoldgiali
értelemben kétdimenzios alakzatoknak tekintjuk.

Matematika Oktatasi Portal, matek.fazekas.hu -1/16-



Moussong Gabor: A Poincaré-sejtés

Ugyanigy lehet kett6 helyett tetsz6leges mas dimenzidban is értelmezni a feltlet
megfelel6jét: igy jutunk el a topologikus sokasadg fogalmahoz. Az egyenes
egydimenzids, a sik kétdimenzids, a tér hAromdimenzios alakzat. Ha egy idom barmely
pontjanak alkalmas kdérnyezetében olyan, mint az egyenes egy darabja (azaz a pontnak
az alakzatban vett kis kdrnyezete homeomorf az egyenes egy nyilt intervallumaval),
akkor azt mondjuk, hogy ez az alakzat egydimenzios topologikus sokasag. Ha az alakzat
minden pontjanak kdrnyezetében olyan, mint a sikbeli pontok kdrnyezete, azaz mint
egy korlap belseje, akkor az alakzatot kétdimenzids topologikus sokasagnak nevezzik,
stb. Igy beszélhetiink n-dimenzids sokasagrol is, amely ezek szerint minden pontjanak
Kis kornyezetében olyan, mint az n-dimenzios euklideszi tér (azaz az n valés szammal
koordinatazhato tér) pontjainak kdrnyezete. A felllletek tehat pontosan a kétdimenzios
sokasagok.

A Kkor példaul egydimenzids sokasag, a gombfelllet kétdimenzios, a 8-as szam
(mint sikbeli ponthalmaz) pedig nem sokasag, mert abban a pontban, ahol elmetszi
onmagat, semmilyen euklideszi térhez nem hasonlit (ottani kis kornyezete két metsz6
egyenes egy részletével homeomorf). A zart kérlemez vagy a témor gobmb (azaz a
korvonal, illetve gombfelllet a belsejével egyltt) sem sokasdg, mert ugyan belsé
pontjainak van a sik, illetve a tér egy darabjaval homeomorf koérnyezete, de
hatarpontjainak nincs. (A hatarpontoknak van viszont félsikkal, illetve féltérrel
homeomorf kdrnyezete, ezért ezeket az idomokat hatarolt sokasagoknak is mondjak).

Egydimenzids sokasagbol topologikus ekvivalencia erejéig csak ketté van: a
szamegyenes és a kdrvonal; minden egydimenzios sokasag e kettd valamelyikével
homeomorf. Fel lehet-e sorolni, lehet-e valamiképpen osztalyozni a magasabb
dimenzibju sokasagokat is? Egynél magasabb dimenzidban a sokasagok nagyon sokan
vannak, kénytelenek vagyunk egy specialis tipusra, a zartnak nevezett sokasagokra
sziikiteni figyelmiinket. Zartnak mondunk egy topologikus sokasagot, ha (alkalmas,
elegend6en magas dimenzidju térben) korlatos és zart halmazként jelenitheté meg. Ez
annyit jelent, hogy az alakzat nem nyualhat a végtelenbe, és dnmagéba visszatérve
zarddik le. Példaul az egydimenzidsak kozul a kérvonal zart sokasag, az egyenes nem.

Gombfelllet Toruszfeltlet
2. abra

A zart fellletek vilagat mar a 19. szazadban jol feltérképezték. A topoldgia egyik
legszebb klasszikus tétele a zart fellletek topologiai osztalyozasardl szol: megadja
paronként nem homeomorf zart feltileteknek egy listajat ugy, hogy barmely 6sszefliggo
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kétdimenziés zart sokasag homeomorf a lista valamelyik elemével. A lista a
gombfelllettel kezdédik (ezzel homeomorf példaul a kocka felllete, vagy barmely
haromdimenzios térbeli korlatos konvex test hatara is), majd kdvetkezik a toruszfelilet
(amelyet a gyfdrisfank fellilete vagy egy Uszogumi szemléltethet), majd a
kengyelfeltlet, melyet két torusz 6sszekapcsolasa eredményez, és ezeket kvetik a tobb
torusz dsszekapcsolasabol l1étrejovo fellletek, melyek végtelen sorozatba rendezédnek.
Ez még csak a fele a teljes listdnak, az Un. iranyithato fellletek listaja; még egy végtelen
sorozatot alkotnak a nem iranyithato feltletek, amelyek kozul az alabbi példak kozott

el6forduld Klein-kancsé talan a legismertebb.

b

3. dbra: Két tdruszbdl kengyelfelllet

Téruszt agy allithatunk el6, hogy egy téglalap szemkdozti oldalait az abra szerint
Osszeragasztjuk egymassal. Ha el6szor csak két szemkozti oldalt ragasztunk Ossze,
akkor hengerpalastot kapunk, majd a két hatarolo kort értelemszertien 6sszeillesztjik.
llyenkor a henger széleit alkotd koérok Ugy ragadnak 6ssze, hogy rajtuk az eredetileg
felvett irAnyok megegyeznek.

A

/
Q////////////////Y)

A téglalap szemkdzti oldalainak azonositésa. Az elsé ragasztas utan hengert latunk.

4. abra. A masodik ragasztas utan kész a torusz.

A téglalap egyik szemkoztes oldalparjat most forditva szeretnénk azonositani. A
hengert ugyanugy elkészithetjik, mint az el6bb, de utdna a két hatarol6 kor nyilaknak
megfelel6 6sszeragasztasa haromdimenzids teriinkben nehézséget okoz.
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Ha az egyik oldalpart forditva Az els6é ragasztas most is hengerpalastot
azonositjuk, akkor Klein-kancs6 lesz az eredményez, de a korok Osszeragasztasa
eredmény bajos.

5. abra

Haromféleképpen is tuljuthatunk a nehézségen:

1. Nem is keészitjuk el az alakzatot, csak a téglalapot tekintjuk, mint egy absztrakt
topologikus tér térképét. Azt gondoljuk, hogy ha az egyik oldalon kimegyunk valahol a
téglalaprol, akkor a szemben fekvé azonositdsnak megfelel6 pontjaban (pl. X és X az 5.
abran) kell bejonni. Anélkul, hogy a valésagos térben létezne ez az alakzat, le tudjuk
irni, mint 6nmagéaban létez6 topologikus alakzatot.

2. Megmutathat6, hogy a négydimenziés térben elvégezhet6 az iranyoknak megfelel
0sszeragasztas (Onatmetszeés nélkal).

3. Haromdimenziés terinkben a felllet ©natmetszésével valdsithatd meg az
dsszeragasztas. A kdrvonal mentén torténd onatmetszést alkoto pontokra most tgy kell
gondolnunk, hogy ott a kdérvonal minden pontja helyett igazabol két pont van, csak
Ugyetlen a ,haromdimenziés rajz”. Ismerds jelenség: az egymas folott halado
autdpalyak is metszik egymast kétdimenzios térképeinken, de a valésagban nem.

A Klein-kancs6 ktilénbdz6 abrakon
6. abra
Megjegyezzilk, hogy ha az 5. abra téglalapjan el6szor a jobbra és balra talalhat6 (piros) oldalakat ragasztjuk dssze,
akkor a nevezetes Mobius-szalagot kapjuk. A Mdobius-szalag hatérolt kétdimenzids sokasag. A ,,szemkdzti”
hatarpontok 0sszeragasztasaval kapjuk a Mébius-szalagh6l a Klein-kancs6t, ami mar igazi kétdimenzids sokasag.

Ajanlo
Zbigniew Fiedorowicz, az Ohio Allami Egyetem matematikaprofesszoranak oldala a zart feliletek
0sztalyozasarol:
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http://www.math.ohio-state.edu/~fiedorow/math655/classification.html

Fellletek, osztalyozasi tétel a Wikipédian:
http://en.wikipedia.org/wiki/Surface

Orddg Rafael topoldgiaval kapcsolatos animacioi laikusok szamara: http://www.cs.elte.hu/~devill/top.html

Szilassi Lajos: A Mobius-szalag és a Klein-kancsé:
http://www.jgytf.u-szeged.hu/tanszek/matematika/situs/index.html

Térusszal és Klein-kancsoval kapcsolatos angol nyelvii oldalak:
http://www.math.cornell.edu/~mec/2003-2004/geometry/torii/torii.html
http://www.gap-system.org/~john/MT4521/Lectures/L22.html

Az osztalyozasi listaban az irdnyithato feltletek kdzé pontosan azok a feltletek
tartoznak, amelyek el6allithatok a haromdimenzios térben fekvé valamilyen
0sszefiiggd, korlatos test hataraként. Azt, hogy a sorozatban hanyadik helyet foglaljak
el, az donti el, hogy hany ,lyuk” van rajtuk (annyi, ahany térusz 6sszekapcsolasa
eredményezi 6ket). Ezt a szamot szokas a sz6ban forgd felillet nemének nevezni. A
gombfelilet tehat O nem{, a térusz 1 nemt, a kengyelfelilet 2 nemti feltlet.

Alapvet6 fontossagu kérdés, hogyan lehet valamely fellilet nemét meghatérozni.
Szoritkozzunk a kérdés legegyszertibb speciélis esetére: hogyan lehet felismerni, hogy
valamely 0Osszefliggé zart felilet O nemt, azaz a gdombfeltlettel homeomorf? A
gombfellletnek megvan az a topoldgiai tulajdonsaga, hogy barmilyen zart gorbét
(koérvonallal homeomorf részhalmazt, vagy akar énmagat akarhanyszor atmetszo
hurkot) rajzolunk is a fellletére, azt folytonosan 6ssze lehet hizni egyetlen pontta a
fellletben mozogva. Ezt a tulajdonsagot Ugy nevezziik, hogy a széban forgd idom
egyszeresen 0Osszefliggd. Az egyszeres 0sszefliggoség gyakran hasznalt, nevezetes
topoldgiai invarians. Nem nehéz belatni, hogy semelyik, a gdmbfelilett6l kiilonbdz6
zart 6sszefligg6 feltlet sem ilyen: mindegyikiikon léteznek nem ésszehtzhat6 hurkok.
Ervényes tehat a gdmbfeliilet alabbi jellemzése a zart felliletek korében: egy zart feliilet
akkor és csak akkor homeomorf a gémbfelllettel, ha egyszeresen 6sszefliggé.
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4. Haromdimenzids sokasagok és a Poincaré-sejtes

A haromdimenziés topologikus sokasagokat Ugy képzelhetjik el, mint a
val6sagos vilag lehetséges modelljeit. Valéban, a minket befoglal6 tér topoldgiai
szerkezetérol csak korlatozott mértékben, bizonyos tavolsagokon bellll vagyunk
képesek ismereteket szerezni, és ezek alapjan nem tudunk tébbet, mint azt, hogy a tér
barmely (eddig megvizsgélt) pontjanak kérnyezetében olyan, mint a haromdimenzids
matematikai koordinatatér. A tapasztalati tények tehat amellett sz6lnak, hogy fizikai
vilagunk haromdimenziés sokasag. Ennek a sokasagnak a globélis szerkezetérdl
azonban semmilyen konkrét informéacionk nincsen, e tekintetben csak fantaziankra
hagyatkozhatunk. Elképzelhet6 akar az is, hogy a Vilagegyetem véges kiterjedést, és
dnmagaba visszatérd, zart sokasagot alkot. Lehetséges, hogy ha a Foldrdl kilonénk
valamilyen irdnyban egy nagyon nagy sebességii rakétat, akkor az anélkul, hogy
atirdnyatdl eltérilne, visszatérne az ellenkezé iranybdl. Ennek a jelenségnek az eggyel
alacsonyabb dimenzi6ju valtozata, nevezetesen az, hogy a FoOld felszinén egyenes
irdnyban haladva el6bb-ut6bb visszaérkeziink a kiindul6pontba, manapsag egyaltalan
nem meglepd. Hajdanan, amikor a Fold geometriajaval kapcsolatban az emberiség
még globalis tapasztalatokat nem tudott szerezni, csak annyi volt tudhato, hogy a
foldfelszin, beleértve az 6ceanokat is, (mai absztrakt matematikai nyelven fogalmazva)
valamilyen kétdimenzios sokasag. Az, hogy ez a sokasag gdmbfeliilet, csak joval késébb
valt bizonyossa. Lehet, hogy hasonlé helyzetben vagyunk ma is a minket befoglalé
térrel kapcsolatban: annak tényleges alakjardl jelenleg csak spekulaciokba
bocsatkozhatunk.

Ajanlo
Jeffrey R. Weeks A tér alakja cimii kdnyve

Szilassi Lajos recenzioja: http://www.sulinet.hu/tart/fcikk/Kca/0/14861/1
A kiad6 honlapjan: http://www.typotex.hu/book/m_0072.htm

Milyenek lehetnek egyaltalan a haromdimenzids topologikus sokasagok? Maga
a haromdimenziés tér természetesen példa haromdimenziés sokasagra, de a
bonyolultabb példak, példaul a haromdimenzids zart sokasagok szemléltetésével joval
nagyobb gondban vagyunk, mint a fellletek esetében, hiszen latvanyszeri
megjelenitésikhdéz haromnal magasabb dimenzié volna szikséges. Lassunk két
egyszeri peldat ezekre. Az els6 a haromdimenzidés gombfelllet, amelyet Ugy kell
elképzelniink, mint a négydimenziés koordinatatérben fekvé négydimenziés golyo
hatarat. Az egyszertiség kedvéért a haromdimenziés gdmbfellletet a tovabbiakban az

s® jellel jeloljuk. (A matematikusok a korvonalra éaltaldban az Sl, a kozonséges

goémbfelluletre az 52 jelet hasznaljak; lathatd, hogy a fels6 index itt nem hatvanykitevo,
hanem a dimenziét jeldli.) A masodik példa a haromdimenzids térusz, amelyet a
toruszfelilet mintajara téglatestbél tudunk elkésziteni a szemkozti lapok (gondolatban
tortén6) Osszeragasztasaval. Hasonlo Ugyeskedéssel bonyolultabb poliéderekbdl a
lapok bonyolultabb recept szerinti 0sszeragasztadsaval rengeteg tovabbi példa
konstrualhat6. A matematikusok szamos olyan, halad6 algebrai és szamelméleti jellegi
eszkdzoket igénylé konstrukciot is ismernek, amelyek haromdimenziés sokasagok
hihetetlenil gazdag tarhazahoz vezetnek. Olyan bdségben sorakoznak a
haromdimenzids sokasagok, hogy osztalyozasuk, még ha csupan a zart sokasagokra
szoritkozunk is, mai ismereteink szerint reménytelentl nehéz feladat.

Kézenfekvo a kérdés, hogy legalabb az osztalyozas kezd6 1épését meg tudjuk-e
tenni, van-e jol hasznalhatd felismerési kritérium a legegyszertibb zart

haromdimenzids sokasag, az s® gombfeltlet szamara? Nem nehéz belatni, hogy s®
egyszeresen 0sszefligg6é (s6t, a magasabb dimenzidju géombfellletek is mind azok).
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Poincaré vetette f6l még 1904-ben, hogy ez a tulajdonsag vajon jellemzi-e s-at a zart
haromdimenziés sokasagok kdrében. Ugy gondolta (és olyan sejtésként talalta, amit
varhatéan nehéz lesz majd bebizonyitani), hogy a kétdimenzids esethez hasonléan
érvényes, hogy barmely egyszeresen 0Osszefliggé haromdimenzidos zart sokasag
homeomorf S3-mal.
Ajanlé
HenriPoincarérol:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/Biographies/Poincare.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Henri_Poincare

A Mathworld enciklopédia a Poincaré-sejtésrol:
http://mathworld.wolfram.com/PoincareConjecture.html

Arra taldn maga Poincaré sem gondolt, hogy a bizonyitas szaz évet varat magara. A
kérdés igen hamar a topoldgia leghiresebb problémajava valt, a legkivalobb tuddsok
kozul j6 néhanyat lancolt magahoz, és Oszténzésil szolgalt rengeteg, késébb mas
teriileten is hasznalhatonak bizonyult matematikai elmélet kidolgozasahoz. Erdekes
mellékkdrulmény, hogy a sejtés haromnal magasabb dimenzidra vonatkoz6 valtozatait
mar évtizedekkel ezel6tt megoldottak. Emlitsiik meg itt Stephen Smale és Michael
Freedman amerikai matematikusok nevét, akik 1966-ban, illetve 1986-ban Fields-
érmet kaptak ezen a téren kifejtett munkéassagukért. Megjegyezziik, hogy négy és
magasabb dimenzidban az egyszeres 6sszefiiggéség mar nem elegendé a gémb
jellemzéséhez, ott a sejtés megfogalmazdsa valamivel komplikaltabb. Annal
bosszantobb volt a topologusok szamara a helyzet, hogy a topoldgia egyik
legalapvet6bb kérdése éppen a legelsd, a valosaghoz leginkdbb két6d6 dimenzidban
olyan sokéig megoldatlan maradt. Az évtizedek sordn tébb hires bizonyitasi kisérlet is
tortent, amelyekrdl csak kés6bb derult ki, hogy hiba vagy 1ényeges hiany volt bennik.

Az 1970-es évek végén William Thurston amerikai matematikus a
haromdimenzidés sokasagok topoldgiai attekintése céljabdl Ujszeri eszkozoket
dolgozott ki és ezekkel nagy jelent6ségl eredményeket ért el. Munkajaért 1982-ben
kapott Fields-érmet. Megfogalmazott egy a haromdimenzids sokasagokat geometriai
modszerrel attekinté nagyivi sejtést, amely specidlis esetként a Poincaré-sejtést is
magaban foglalta. Ennek az altalanosabb, Thurston-féle Gn. geometrizacios sejtésnek
a megoldasa juttatta végil nyugvopontra az eredeti Poincaré-féle problémat.

Ahhoz, hogy a geometrizacié problémajarol képet alkothassunk, meg kell
ismerniunk, miféle geometriai tulajdonsagokkal lehet a sokasagokat felruhazni.

5. Vissza a geometridhoz: felliletek belsé geometriaja

A felllet topoldgiai fogalméanak kialakitasakor nem voltunk tekintettel a sz6ban
forgd idom meértékviszonyaira, azaz geometriai tulajdonsagaira. S6t, szandékosan el
akartunk vonatkoztatni ezekt6l annak érdekében, hogy a topoldgiai szempontbol
fontos tulajdonsagokra iranyithassuk figyelminket. Tehat egy a térben konkrétan
megjelené fellletre topoldgiai szemmel Ugy gondolunk, mintha az a topoldégiai
tipusanak egy tobbé-kevésbé esetlegesen valasztott konkrét geometriai megjelenése
lenne. Val6ban, példaul a gombfelllet topoldgiai tipusa megjelenitheté tetszéleges
sugaru tényleges szabalyos gdmbként is, de ellipszoidként, egy poliéder feltleteként,
vagy akar teljesen szabalytalan idom felUleteként is.

Mindegyik ilyen konkrét abra geometriai tulajdonsagokkal ruhézza fel a
tudatunkban €16 topolégiai képet. Erdemes ezek kozul csak azokat a jellemzéket
tekinteni, amelyek kizarélag a felllethez tartoznak, és a befoglalo tér felhasznaldsa
nélkul értelmezhetdk. Az ilyen fajta geometriai tulajdonsagok tartoznak a sz6ban forgé
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felUlet bels6 geometridjahoz. Példaul a felllet belsé geometridjanak értelmében két
felUleti pont tavolsagan az 6ket 6sszekotd legrovidebb feltleti gorbe hosszat értjik. Az
ilyen gorbék (a feltlet ugynevezett geodetikus vonalai) jatsszak az egyenes vonalak
szerepét a fellilet bels6 geometrigjaban.

A bels6 geometria megértését segiti, ha a fellletet kétdimenziés vilagnak
képzeljuk, amelyet kétdimenzios, lapos I1ények népesitenek be. Ezek a 1ények képesek
sajat vilagukon belll geometriat mivelni, tavolsagokat, szégeket mérni, de nincs
tudomasuk a vilagukat magaba foglalé haromdimenziés térrél, semmilyen médon nem
érzékelik azt. Az 6 szamukra példaul egyenes vonalnak éppen azok a gorbék ttinnek,
amelyeket az imént geodetikus vonalnak neveztink.

7. abra

Csikds Balazs abraja az Uj Matematikai Mozaikbol:
http://www.hik.hu/tankonyvtar/site/books/b124/sec-16-01.html

Ajanlé
Edwin A. Abbott: Sikfold. Klasszikus sci-fi 1884-bél; alapdtlete a sik belsé geometridjahoz kapcsolddik:
http://mek.oszk.hu/01900/01984/html/

El6fordulhat, hogy egészen kulénb6zé alaku fellletek bels6 geometridja
megegyezik. Példaul egy térben fekvd papirlap szemléltetheti a sikot. Ha meghajlitjuk
a papirlapot, akkor a papirlapban fekvé alakzatok bels§ mennyiségei, a belsé
geometriai tavolsagok -- bar kivulrél nem igy latjuk -- nem valtoznak, példaul két pont
kozt futd gorbe, akarhogy is hajlitgatjuk a papirlapot, mindig ugyanolyan hosszu
marad. Azt mondjuk, hogy a felllet (jelen esetben a papirlap) belsé geometrigja nem
valtozik, azaz a bels6 geometria invarians a hajlitasokra nézve.

a3

a4

"'\-.._._____..-‘

8. dbra: Ugyanaz a tavolsag sikon és hengerpaléston

Ha egy henger- vagy egy kUppalastot sikba terittink, azt el tudjuk végezni anélktl, hogy
a felilet nydlna vagy zsugorodna, azaz csak hajlitasokat végzink a belsé
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tavolsagviszonyok megvaltoztatasa nélkul. (A palastot persze el6bb fel kell vagni, hogy
leterithet6 legyen. Ezen most nem akadunk fenn: lokalis értelemben, azaz a pontok elég
Kis kornyezeteire szoritkozva a leterités elvégezhetd.) A leterités soran nem valtozik a
felilet bels6 geometridja, mig gorbultségi jellemzbi gyokeresen atalakulhatnak. A
felilet gorbileti viszonyai tehat altalanossagban nem tartoznak a felllet bels6
geometriajahoz. Vannak azonban olyan feltletek is (s6t, a legtobb feltlet ilyen), melyek
olyan forman gorbultek, hogy a sikra nem terithet6k le a fenti értelemben, hanem csak
torzitas aran. A gombfeltlet példaul ilyen: kdzismert tapasztalati tény (amelyet Gauss
bizonyitott be szabatosan), hogy a godmbfeliletrél nem lehet hi térképet késziteni.
Eszerint a gdmb ,,mashogyan” gorbil, mint a henger- vagy kupfeltlet, mégpedig ugy,
hogy a belsé geometridja is eltér azokétol. Ezt az eltérést a feluletek Un. Gauss-féle
gOrbilete méri, ami altaldban pontrél pontra valtoz6 mennyiség és invarians a
hajlitasra nézve. A sik esetében a Gauss-gorbulet mindenhol zérus. A henger- és a
kappalast Gauss-féle gorbulete is minden pontban nulla, ugyanis a sikba torzulas
nélkul leterithet6k. A gombfelllet Gauss-féle gorbilete is konstans, mégpedig 1/r2,
ahol r jel6li a gdmb sugarat. Miutan ez zérustdl kilonbozik, a gombfelllet nem sikba
terithetd.

— i - ] \\\k

& — -

L = Y
P B
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Sikfelllet alakvaltozasa a belsé geometria megvaltozasaval

9. dbra

A 9. &bra forrdsa a Budapest Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemrdl dr. Hegediis Istvan Héj- és
fellletszerkezetek, A mérndki héjelmélet geometriai alapjai cimi eléadésjegyzete, mely részletesebb

- s-7

itt érhetd el: www.vbt.bme.hu/oktatas/hej/eloadasok/fel8.doc

A Gauss-féle gorbulet meghatarozhatd a felllet belsejében maradva, akar a
fellletben é16 kétdimenzids Iények is képesek azt megmérni. llyenforman a Gauss-
gorbulet a felulet belsé geometriai invaridnsa. A Gauss-gorbulet eléjele példaul szépen
tukrézédik abban, ahogyan a haromszogek sz6gosszege viszonyul 180°-hoz. Rajzoljunk
a fellletre a vizsgalt pont kdzelében kisméreti haromszogeket és mérjik meg azok
szdgeit. Ha a Gauss-gorbulet a vizsgalt pontban pozitiv, akkor a szégek 6sszege mindig
nagyobb 180°-nal, ha negativ, akkor kisebb. Ha a feltlet egy tartomanyan a Gauss-
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gorbulet konstans zérus, akkor ott minden fellleti haromszdg sz6gdsszege pontosan
180°.

A legegyszeriibb példa olyan fellleti haromszogre, ahol a szogosszeg jol
lathatéan kulonbozik 180°-t6l, a gdmbon talalhatd. A gdbmb geodetikusai a fokorok,
ezért a gdmbre rajzolt haromszogek oldalai a gémb fékdrivei. Ha ugy rajzolunk a
gbmbre haromszoget, hogy annak mindharom oldala negyedf6kdrnyi, akkor a
haromszog mindharom szdge derékszdg, és igy a hAromszog szbgeinek dsszege 270°
lesz. Jol ismert tény, hogy nemcsak ennek, hanem barmely gémbharomszégnek a
szdgosszege 180°-nal nagyobb, 6sszhangban azzal, hogy a gombfelllet pozitiv Gauss-
gorbiletd.

10. abra: 270° sz6gdsszegli haromszdg a gdmbfeliileten

6. Allandé gorbiiletii feluletek

A fellletek és a magasabb dimenziés sokasagok bels6 geometriajat lehet
absztrakt médon, a befoglal6 tér felhasznalasa nélkul is értelmezni. Ebben all a felllet-
és sokasagelmélet Gausstdl és Riemanntdl szarmazo felfogasa, amely matematikai
eszkozeivel lehet6vé teszi, hogy a sokasagok belsé geometriai viszonyair6l
(tavolsagokrdl, szogekrol, sth.) beszéljink akar anélkil is, hogy ezek a sokasagok
valamilyen tér részhalmazaiként konkrétan megjelennének. Az ilyen maddon
geometriai szerkezettel felruhazott topologikus sokasagokat a modern matematika
Riemann-sokasagoknak nevezi.

A valdsagos vilag geometriai szerkezetére nézve altaldban azzal a természetes
feltevéssel élunk, hogy a tér homogén, azaz barmely pontja koéral ,,ugyanolyan”.
(Matematikai szakkifejezéssel lokalisan homogénnek szokas nevezni egy Riemann-féle
geometriaval ellatott sokasagot, ha barmely két pontjahoz talalhatunk egybevago
kornyezeteket.) A kétdimenzids esetben ez a homogenitasi tulajdonsag pontosan azt
jelenti, hogy a széban forgé feltlet Gauss-féle gorbulete allandd, azaz pontrdl pontra
ugyanannyi. Az allando gorbuleti feltletek lokalisan egybevagok a harom klasszikus
kétdimenzios geometriai rendszer valamelyikével: a gombi geometriaval, ha a gorbulet
pozitiv, az euklideszivel, haa gorbilet zérus, és a Bolyai-féle hiperbolikus geometriaval,
ha a gorbulet negativ. A lokalis egybevagosag itt azt jelenti, hogy a feltlet barmely
pontjanak van olyan kérnyezete, amely egybevagé a nevezett kétdimenzids geometria
egy darabjaval.

A zart fellletek topologikus osztalyozasi listajarol vajon melyek lathatok el
allando gorbileti geometriai struktaraval? A valasz a lehet6 legszebb: mindegyikuk.
Réadéasul azt, hogy valamely dsszefliggé zart feltilet a harom klasszikus geometria kézul
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melyiknek a strukturgjaval ruhazhaté fel, egyértelmtien eldonti a felllet topoldgiai
tipusa. A gémb persze gémbi geometriaval lathato el, a torusz euklideszi geometriaval,
az dsszes tobbi pedig hiperbolikus geometriaval. (Ugyanez a helyzet a nem iranyithaté
feluletek esetében is: kozulik egy gombi, egy euklideszi, a tébbi pedig Bolyai-
geometriat tud hordozni.) Ezt az eredményt, amely mar a 19. szazadban ismert volt,
szokés a feluletek uniformizéacios tételének nevezni. Az elnevezést az a korilmény
magyarazza, hogy a komplex szamok alkalmazasa (komplex koordinatazas és komplex
valtozos figgvények mint transzformaciok hasznalata) atjan a haromféle geometriai
struktira matematikailag igen elegansan, egységesen kezelhet6.

Szemléletiink nehezen fogadja be a fellletek alland6 gorbuleti geometriai
strukturait. Ennek az a nyilvanval6 oka, hogy az egyetlen gdmb kivételével ezek nem
allnak el6 ugy, mint térben fekvo fellletek a térbdl 6rokolt geometridjukkal. A térusz
példaul, amelyet altaldban az Uszégumi alakjaval szemléltetiink, bizonyos részein
pozitiv, mashol negativ gorbuleti geometriat 6rokol a befoglal6 térbél. Ez igy van akkor
is, ha akarhogyan kinyujtva vagy meggorbitve helyezziik el a toéruszt a térben. Ahhoz,
hogy azonosan zérus goOrbiletli, azaz az euklideszi sikkal lokalisan egybevéagd
geometriat kapjunk a toruszfellileten, a 3. fejezetben leirt absztrakt konstrukciét
nemcsak topoldgiailag, hanem geometriailag is értelmeznink kell. A téglalap
szemkdzti oldalainak 6sszeragasztasaval eltinnek a hatarvonalak: ha lelépiink az egyik
oldalon, akkor az euklideszi sikbdél a téglalapra 6rokitett geometria ,,z0kkenémentesen”
folytatodik az atellenes oldalon visszalépve.

Ajanlo
Téruszon és a hasonlé modon euklideszi strukturdval bird Klein-kancson keresztrejtvényt fejthetlink, labirintust

és egyéb jatékokat jatszhatunk Jeffrey R. Weeks weboldalan:
http://www.geometrygames.org/TorusGames/index.html

Ahhoz, hogy a 2 vagy magasabb nemit fellleteket allandé gorbuletii geometriaval
lassuk el, hasonlé konstrukciot alkalmazhatunk, mint a torusz esetében, csak
euklideszi helyett hiperbolikus geometriat, téglalap helyett magasabb oldalszamu
sokszogeket kell hasznalnunk.

Az alabbi tablazat 6sszefoglalja a fellletek gorbuilete és topoldgiai tipusa kdzotti
legalapvet6bb dsszefliggéseket:

A Gauss-féle gorbulet allandé gorbuletli absztrakt feltletek esetén

haromszdogek Gauss-féle . , melyik geometria
. ) o ilyen fellletek Py
szdgeinek dsszege gorbulet vizsgalja
nagyobb, mint 180° rﬂ?r?gﬁzlbla gombfeltlet (O nemt) goémbi geometria
pontosan 180° por?l'j(l)lzan torusz (1 nemt) euklideszi geometria
. . - | Kisebb, mint | az 6sszes tobbi felilet Bolyai-geometria
90, ML nulla (legaldbb 2 nemt) | (hiperbolikus geometria)

Az a korulmény, hogy a fellletek mindannyian ellathatok alland6 goérbuleti
geometriaval, igen hatékony segédeszkbéz a  fellletek  topoldgidjanak
tanulmanyozasaban. Egy sor topoldgiai tételt lehet kdnnytiszerrel bizonyitani annak
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koszbnhetéen, hogy a fellleteken az euklideszi vagy a hiperbolikus sikgeometria
eszkozei felhasznalhatok.

7. Haromdimenzios sokasagok geometrizacidja

A haromdimenzids sokasagok esetében az osztalyozas kérdésének geometriai
szemlélet megkodzelitése joval kés6bb, csak az 1970-es években vet6dott fel. Ez a
kérdés sokkal bonyolultabb, mint a fellletek esetében. Egyrészt az sem nyilvanvalo,
milyen fajta geometriai rendszerek johetnek szoba. A hdrom klasszikus térgeometria,
a gbmbi, az euklideszi és a hiperbolikus itt mar nem elegendé. Ezek allandé gorbulett
geometriai terek. Harom és magasabb dimenzidban a gdrbllet mar nem pusztan a
vizsgalt pont helyétél fliggé szamszerti mennyiség, hanem a pontban kivalaszthat6
irdnytodl is flgghet. A Kklasszikus geometriakat éppen az jellemzi, hogy gorbuletik
minden pontban és minden irdnyban ugyanakkora. Az el6z6 fejezetben emlitett
homogenitasi tulajdonsag harom és magasabb dimenzidban mar nem vonja maga utan
a gorbilet allandé voltat. Thurston megmutatta, hogy ha egy haromdimenziés zart
sokasdg geometriai struktarajatol a lokalis homogenitast koveteljuk meg, akkor
pontosan nyolcféle geometriai rendszer valamelyikével allunk szemben. Ezek k6z6tt ott
van a harom alland6 gorbuletd, tehat a gombi, az euklideszi és a Bolyai-féle
térgeometria, valamint tovabbi 6t érdekes geometriai rendszer, amelyek homogének
ugyan, de mas-mas iradnyokban eltéro gorbuletiiek.

A fellletek esetétdl valé masik gyokeres eltérés abban all, hogy messze nem
allithatjuk, hogy barmely zart haromdimenzids sokasag ellathatd volna e geometriai
struktarak valamelyikével. Ehhez el6szor bizonyos egyszertisitési lépéseket Kkell
végrehajtanunk a sokasag topoldgiai szerkezetén. Ezek a lépések abbdl allnak, hogy a
sokasagot feldaraboljuk egyszertibb részekre. A feldarabolas mikéntje egyaltalan nem
nyilvanvald, de a sokasag topolégiai jellemz&ibol egyértelmien felismerhets. Az
eljaras elsé l1épését jol szemlélteti (eggyel
alacsonyabb dimenziéban) az, ahogyan a
kengyelfelllet felvaghatd két toruszra. Az
eljarés célja olyan korvonalak keresése,
amelyek kettévagjak a sokasagot. A vagas
utdn keletkezett hatdrvonalakat bera-
gasztjuk egy-egy korlappal. Haromdimen- 11. 4bra: Kengyelfeliilet szétvagéasa két
ziés sokasagok esetén ugyanez a helyzet, toruszra
csak  korvonal helyett  kétdimenzios
gombfelulettel vagunk ketté ugy, hogy a kapott részek kozul egyik se legyen golyo
(topoldgiailag), majd a hatarolé6 gombfellletekre haromdimenziés golyokat
ragasztunk. Ezt folytatjuk, amig lehet. Messze nem nyilvanval6 tény, hogy az eljaras
véges sok lépés utdn befejezédik, és elérkeziink egy haromdimenzids sokasagokat
tartalmazé listdhoz, amelyben mar egyik sokasagot sem lehet tovabb darabolni. Ezeket
nevezik primsokasadgoknak, magat az eljarast pedig Kneser-Milnor-féle
primfelbontasnak.

A primsokasagokat esetleg még tovabb lehet darabolni bizonyos specialisan
beagyazott toruszok mentéen. Ez az eljaras nehezebben szemléltethetd, de topoldgiailag
tisztazhatd, és végul elvezet sokasagok egy olyan véges listdjahoz, amelyben csak olyan
sokasagok szerepelnek, amelyek vagy bizonyos értelemben topoldgiailag egyszeri és
attekinthet6 szerkezetiiek (Un. Seifert-sokasagok), vagy pedig olyanok, amelyeket
toruszokkal nem lehet nemtrividlis modon tovabb darabolni (Un. atoroidalis
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sokasagok). Nos, Thurston hires geometrizacios sejtése azt allitja, hogy ebben a
listAban maéar csak olyan sokasagok vannak, amelyek mind ellathaték a nyolc
haromdimenzidés homogén geometriai rendszer valamelyikével.

A geometrizaciordél alkothaté globalis kép annyiban emlékeztet a kétdimenzids
estre, hogy a sz6ba jové geometridk kozul itt is a hiperbolikus geometria az, amely a
legnagyobb valtozatossagot mutatja. Valamilyen értelemben a geometriai strukttraval
ellatott haromdimenzids sokasagok kozott is tdlnyomo tébbségben vannak a
hiperbolikusak. Thurston f6 tételei is a hiperbolikus geometridhoz tartoznak:
megmutatta, hogy az atoroidalis sokasagok egy igen tag osztalyara sejtése igaz, és ezek
a sokasagok mind hiperbolikus geometriaval lathatok el.

Ha egy haromdimenziods zart sokasagban van véges sok olyan zart gorbe, hogy
barmely a sokasagba rajzolt zart goérbe ezek valamelyikébe atdeformalhaté (ilyenkor
mondjak, hogy a szoban forg6 sokasagnak véges a fundamentalis csoportja), akkor a
sokasag Thurston sejtése szerint gdmbi geometridval ruhazhaté fel. Ennek speciélis
esete, ha a sokasdg egyszeresen 0Osszefliggs, ugyanis ilyenkor barmely zart gorbe
ugyanazza a gorbévé, a konstans (egyetlen pontbdl allo) gérbévé deformalhatdé. Ilyen
modon valik a Poincaré-sejtés a Thurston-sejtés specialis esetévé, hiszen azt kénnyi
megmutatni, hogy egy gdmbi geometridval ellatott egyszeresen 0sszefliggé sokaség
csak maga a gdmb lehet.

A geometrizaciods sejtés a nyolcféle geometria szerint nyolc esetre oszthatd; ezek
kozul hat viszonylag kénnyen tisztazhat6. A maradék kettd a hiperbolikus és a gémbi
geometria esete. Thurston tételei 6ta hasz éven at nem tértént jelentds elérelépés e két
eset megoldasanak iranyaban, és ezek — a bennik foglalt Poincaré-sejtéssel egyiitt -- a
haromdimenzios topoldgia legfontosabb megoldatlan problémai maradtak.

8. Hamilton programja és Perelman eredményei

Az 1980-as években Richard Hamilton amerikai matematikus olyan
modszereket vezetett be a geometrizacié egyes kérdéseinek tisztdzasahoz, amelyek
nem kimondottan a topologiahoz, hanem inkabb a differencidlegyenletek elméletéhez
tartoznak. A Hamilton-féle elmélet f6 eszkdze az gynevezett Ricci-féle folyam. Ez egy
tetsz6leges Riemann-sokasagon a geometriai strukturat fokozatosan deformalo, az id6
flggvényében lezajlo folyamat. Arra lehet itt gondolni némi leegyszerisitéssel, hogy a
sokasaggal olyasmi torténik, mint amikor egy léggombot felfUjunk: a kezdetben
szabélytalan, lapos vagy gytirétt idom a folfajas soran fokozatosan kigémbolyddik. A
Ricci-folyamot olyan parciélis differencidlegyenlet-rendszer megoldasaként lehet
szarmaztatni, amelynek kiindulépontjaként egy a sokasagon tetszélegesen rogzitett
Riemann-féle struktura szolgal. Hamilton észrevette, hogy haromdimenzids sokasagok
esetében a Ricci-folyam a geometriai strukturat olyan médon deformalja, hogy az id6
elérehaladtaval az a sokasag egyre nagyobb darabjan egyre jobban megkozeliti a
Thurston-féle geometridk valamelyikét. Innen szarmazott az otlet: hatha ezt a
jelenséget ki lehet aknazni olyan maédon, hogy végul elvezessen a geometrizacios sejtés
bizonyitasdhoz. Ennek a programnak a Kivitelezése soran szamos igen nehéz technikai
akadalyt kell lekizdeni. Informéciét kell szerezni a valtozé geometriai struktira
évtizednyi munkaval igen érdekes jelenségeket fedezett fel ebben a témaban, alapvet6
tételeket bizonyitott be és néhany specialis esetben el is jutott geometrizacios jellegt
eredményekhez.
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A program végigvitelének legfébb technikai akadalya az ugynevezett
szingularitasok fellépése volt. Ez azt jelenti, hogy a geometriai struktira olyannyira
deformalodik, hogy egy bizonyos idépillanatban a tér megszlinik sokasag lenni.
Technikailag ez ugy jelenik meg, hogy a differencidlegyenlet-rendszer megoldasa csak
az e pillanatot megel6zé idGintervallumban van értelmezve, és a megoldast nem lehet
tovabb folytatni. A fenti Iéggdmbos példa mddositasaval a szingularitas megjelenése is
szemléltethet6. Képzeljuk el, hogy egy téruszalaku Iéggémbot fujunk fel. Egy darabig a
torusz csak egyre vastagodik (ilyenkor még felllet), de k6zépen egyre keskenyebb cs6
keletkezik, amely el6bb-utébb annyira 6sszeszorul, hogy ott 6sszeér és ,vonalszertivé”

redukalédik.

ST —

12. dbra: A torusz-léggomb felfujasakor keletkez§ szingularitas

Innen kezdve a léggdmb mar nem felillet a sz6 matematikai értelmében. Ugy
alakithatnank példaul ismét felliletté, hogy kivagnank a belll haladé 6sszek6t6 vonalat,
a lyukakat befoltoznank, és ezzel gombalaku 1éggombdt nyernénk.

A Ricci-folyam lehetséges szingularitasairdl végul Perelman tudott teljes leirast
adni. A Hamilton-féle programot olyan eljarassal egészitette ki, amelyben a
szingularitasokat valamivel a megjelenésik el6tt megsziintette a sokasag topoldgiai
atépitése aran (korulbelul olyanforman, ahogyan az imént a térusz formaja 1éggdémbbal
igazi gdmbot csinaltunk). Egy-egy ilyen atépités alkalméaval a sokasag topoldgiai tipusa
megvaltozik, esetleg a sokasag ketté is eshet, de a szerkezete valamelyest mindig
egyszertisodik. Perelman megmutatta azt is, hogy az atépitések utan a Ricci-folyam
tovabbvihet6 az Uj sokasagon, és olyan konvergens eljarassa all 6ssze, amelynek
végeredményeképpen Thurston-geometriaval ellatott sokasagok egy rendszeréhez
jutunk. Végul leltart kell csak késziteni és megallapitani, hogy az eljaras soran
alkalmazott atépitések éppen az eredeti sokasag Kneser-Milnor-felbontasaban és a
primkomponensek téruszfelbontasadban szerepl6é szétvagasoknak felelnek meg. Ez
tehat a tomor és leegyszertisitett vazlata a Perelman-féle eredményeknek, amelyek igy
végul elvezetnek a geometrizaciods sejtés, és azon belll a Poincaré-sejtés megoldasahoz.
Ajanlé
Az Amerikai Matematikai Tarsulat lapjaban 2004-ben Michael T. Anderson amerikai matematikus irt a Hamilton-
féle és Perelman-féle eredményekrél. Ezt az 6sszefoglalét az absztrakt matematikaban jaratosabb olvasé szamara
ajanljuk:
i http://www.ams.org/notices/200402/fea-anderson.pdf
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