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Az elgadas cimérdl

Tegylk fel, hogy négyen valamilyen kartyajatékot szeretnének jatszani, példaul francia
kartyaval bridzselni. Nem a szabalyok érdekelnek minket, dsszesen annyit kell tudnunk, hogy
a bridzset az 52 kartyas, tehat egy pakli, joker nélkili francia kartyaval jatssza négy jatékos,
mindegyikiknek 13 lapot osztanak rogton az elején. Minket most csak az a kérdés érdekel,
hogy hogyan osszuk ki a lapokat gy, hogy elég véletlenszer legyen a leosztas. Nyilvan nem
felelne meg a célnak, ha egy frissen vasarolt kartyacsomagbol egybdl osztani kezdenénk
(miutdn a jokereket kitettlik), hiszen a boltban véséarolt pakli még ,rendezett”, a kartyak
»Sorban” jonnek: el6szor a treffek, aztan a tébbi szin, rdadasul mindegyik szin sorba rendezve
a kettest6l az &szig. EI6bb ,,jol meg kell kevernlink” a kértyat, példaul tgy, hogy ketté valasztjuk
a kartyacsomagot és az egyik felét belekeverjik a masik felébe, majd ezt parszor
megismételjik? De hanyszor? Ha egyszer csinaljuk, akkor nagy valészintiséggel tobben is
hosszu egyszint sorokat fognak kapni, tehat korantsem lesz ,,véletlenszeri” a keverés. Viszont
ha 15-sz6r megismételjik ezt a keverést, akkor mar mindenki Ugy fogja érezni, hogy elég
véletlenszeri lesz a leosztds. A kérdes az, hogy hanyszor kell a miveletet megismételniink
ahhoz, hogy az eredmény mar ,,véletlenszeri” legyen.

Mar a kérdés pontos feltevéséhez is szilkseg van fogalmak tisztazasara. Miutan a
kdzépiskoldban csak nagyon érintélegesen tananyag a véletlen matematikdja, azaz a
valoszintiségszamitas, sziikséges az alapfogalmaktdl elindulnunk. Nem fogunk minden
fogalmat pontosan definialni, néha az intuiciéra kell hagyatkoznunk, de a felépitésre
mindenképp szlkséglnk lesz. Maganak az eléadasnak a témajahoz csak az eléadasnak kb. a
kdzepén fogunk eljutni, addigra lesz keziinkben minden fogalom, hogy pontosan feltehesstik
kérdeseinket.

Kezdjlik tehat az alapfogalmaknal. Latszdlag elkanyarodunk és nem a véletlen, hanem
a valoszinidség definialasaval kezdjuk. Ez azonban altalanos eljards a matematikaban, sét a
természettudomanyban: a valosziniiség a véletlen mérgszama, vagyis megmondja, hogy egy
esemény mennyire ,,véletlen”. (Gondoljuk meg: a legtdbb fizikai fogalomnal sem azt mondjuk
meg, hogy mi az, hanem azt adjuk meg, hogy hogyan mérjik az illeté mennyiséget.) De az épp
most mondottakbol az is vildgos, hogy a valoszintiség definialasdhoz szikséges azt is
megmondanunk, hogy mi az esemény. Es miutan az egyes események valdszintiségét
egymashoz viszonyitva tudjuk mérni, meg kell adni az ,,eseménytért” is, tehat az 6sszes olyan
eseményt, amit egymashoz képest mérni akarunk. De — legalabbis abban az esetben, ha véges
sok lehetséges esemény van — nyilvan vannak 0sszetettebb és tovabb nem bonthatd elemi
események. A kartyakeverés esetében ezek az 52 kéartya lehetséges sorrendjei (a kiosztas elétt)
— és a megfigyelés 0sszes lehetséges eredménye, tehat a kisérlet 6sszes lehetséges kimenetele
alkotja az eseménytért. Altalaban a definicié a kdvetkezo:
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A val6sziniiség definicidja
W egy véges vagy megszamlalhat6an végtelen halmaz, amelynek elemei a kisérlet egyes kimenetelei. Az
W halmazt eseménytérnek, az W elemeit elemi eseményeknek nevezziik. Az wTW elemi esemény
valGszintisége egy 0 és 1 kozotti p(w) szam. A p fliggvény értékeinek dsszege 1, ha minden elemen
végigmegyunk:

o

apw) =1,

wiw
azaz a biztos esemény valdszintisége 1. Eseménynek (E) az eseménytér tetszéleges részhalmazat
nevezzik, az esemény valosziniisége (P(E)) az eseményt alkotd elemi események valdszintiségeinek

0sszege:
P(E) = a p(w).

wlE

Tehat egyrészt a biztos esemény valoszintiségét egynek vesszik, ezzel ,,normaljuk” a
val6szintiségeket. Minden egyes (tovabb nem bonthatd) elemi eseménynek adunk egy pozitiv
,Sulyt” — hogy hogyan, minek az alapjan, ezt minden esetben el kell elébb donteniink —, és ez
lesz az egyes elemi események valdsziniisége. Egy 6sszetett esemény valdszintiségét ezek utan
ugy allapitjuk meg, hogy megnézzik: milyen elemi eseményekbdl tevodik dssze es ezek sulyat
0sszeadjuk.

Példaul a bridzs esetében, ahol az elemi események a pakli egyes sorrendjei, semelyik
sorrendet nem tintetjik ki, minden sorrendet ugyanolyan sullyal latunk el. (Ez latszdlag
ellentmond annak, hogy ,,kezdetben” a kartyacsomag rendezett, de éppen egy olyan allapothoz
akarunk eljutni, amikor semmit nem tudhatunk a sorrendrél, tehat minden sorrend egyforman
val6szinii.) Miutan 52! a lehetséges sorrendek szdma, az egyes elemi események — sorrendek —
val6szintisége egyforman 1/52! Most megkérdezhetjik, hogy a négy jatékos kozil — ezeket
szokés a négy égtajjal Eszaknak, Délnek, Nyugatnak és Keletnek nevezni — az egyik, pl.
Nyugatnak milyen valdsziniiséggel lesz harom asza. Ehhez annyit kell tenniink, hogy meg kell
szamolnunk azokat a sorrendeket, amelyekben Nyugatnak harom asz jut. (Persze ehhez tudnunk
kell, hogy a sorrendben hanyadik lapokat kapja 6, de ez ismert.)

A definiciobol kovetkezik par alapveto tétel:

Valbsziniiségszamitasi alaptétel
Paronként egymast kizaré események unidjanak valdszintisége az egyes események valdszintiseégének
Osszege. Azaz, ha minden i#j-re A C A; =4, akkor

P{UAZ=BP(A).

g =

Ez vilagos, hiszen az unié-esemény valdszintiségét ugy kapjuk, hogy a hozza tartozd 6sszes
elemi esemény valGszintiségét 6sszeadjuk, ezt az 6sszegzést pedig elvégezhetjik ugy is, hogy
az egyes Ai halmazbeli elemi eseményeket Osszeadjuk, és az igy kapott eredményeket
dsszeadjuk, hiszen egyetlen elemi eseményt sem fogunk kétszer szamba venni.

Bemelegitésil nézzink egy elég ismert példat:

1. feladat

Mennyi annak a val6sziniisége, hogy egy 23 tagu tarsasagban semelyik két embernek sem esik ugyanarra
a napra a szlletésnapja?
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Az 1. feladat megoldasa

Ebben az esetben a ,,kisérlet” egy 23 emberbél all6 minta valasztasa. A kisérlet kimenetele az év napjaibdl all6 23
elemii sorozat. Az eseménytér az 6sszes ilyen sorozat halmaza. Ha a napokat az 1, 2, 3, ..., 365 szdmokkal jeldljuk
(az egyszertiség kedvéért elfeledkezve a szokéévekrsl), akkor ezt igy is irhatjuk:

w={L23,..,365} “.
Egy elemi esemény egy konkrét sorozat:

w = (Xi’ Xy ""Xzs)'
ahol x; jel6li, hogy az i-edik ember az év melyik napjan sziiletett.
Azok az w-k a ,,jok”, amelyekben kiilonbdz6 emberek, az év kiilonbdz napjan szilettek.

=dwli 1 i 1
E —{N|| j Px, xj}
A valdsagot jol kozelitjiik, hogy ha azzal a p fliggvénnyel dolgozunk, amely minden elemi eseményhez ugyanazt
a szamot rendeli (kombinatorikus val6sziniiség), igy barmely esemény valdsziniisége a jo esetek szamanak és az
dsszes eset szamanak hanyadosa lesz. Most ez
365x364x...1343 _ & i

P(E) =2 = _(_)0(1-%).

A kérdés az, hogy vajon ez a valdszintiség ,,nagy” lesz-e, pl. %-nél nagyobb, vagy ,kicsi” lesz-
e, tehat pl. “-nél kisebb. Aki nem ismeri még a feladatot, annak érdemes kiszamolnia ezt a
szorzatot, elég meglepé eredményt kap.
Természetesen altalaban, n tagu tarsasagra is megoldhaté a feladat, ekkor a megoldas:

P(E) = 365x364+...x(366 - n).

365"

Ez a val6sziniiség n=366-t61 kezdve nulla, ami az egyszerii skatulyaelvbél is nyilvanval6: 366
ember kozott biztos van kettd, aki azonos napon szlletett (feltéve, hogy senki nem sziletett
februar 29-én).

A kovetkezé fogalom a feltételes valdszindség fogalma. Ez elég egyszeri fogalom, de
enélkil nem tudjuk ertelmezni sem az eléadas cimében jelzett kérdést, sem szdmtalan Iényeges
mas kérdést. Ismét a fenti bridzs-példat hasznalva ismét azt kérdezzik, hogy milyen
valosziniiséggel fog Nyugat harom &szt kapni? Emlitettiik, hogy ezt hogy kell kiszdmolni:
megszamoljuk, hogy hany olyan sorrend van, amelyben Nyugatnak hdrom asza van, s ezek
szamat elosztjuk az 6sszes lehetséges eset szamaval, 52!-sal.

De tegyuk fel, hogy a lapok kiosztasa utdn, még miel6tt Nyugat megnézné a lapjét, pl.
Eszak megstgja neki, hogy néla pontosan egy sz van. Most nyilvan megvaltozik annak az
esélye, hogy nala harom asz lesz. (Nem beszélve arrél az esetrél, ha azt tudja meg, hogy
Eszaknal két asz van: ekkor nullara csokken annak a valdsziniisége, hogy néala harom asz
legyen.) Mi tortént? Nyugat nem kapott ugyan teljes felvilagositast a kérdésére, de megtudott
valami részinformaciot, s ez madositja az esélyeit. Altaldban is ez a helyzet: egy A esemény
valGszintiségét szeretnénk megtudni, ha valami H feltételt tudunk, ami ugyan nem ad teljes
felvilagositast. (Persze az informéacio adhat teljes felvilagositast, de lehet teljesen irrelevans is
az informéacid. A példanknal maradva: ha Eszaknal két sz van, ez mar a kérdésiink szempontja-
bol teljes felvilagositast ad, biztosan tudni fogjuk, hogy Nyugatnal nem lehet, azaz nulla val6-
szintiséggel lehet harom &sz. Masrészt meggondolhatd, hogy ha példaul Nyugat azt arulja el,
hogy nala van treff, ezzel a kérdésiink vonatkozasaban semmit nem arult el.)

Vegylk tehat azt az esetet, amikor az AT w esemény valdszinisége érdekel minket, de
tudjuk (vagy feltételezzlik), hogy a H esemény bekdvetkezett. Ennek az informacionak (vagy
feltevésnek) a figyelembevételével mashogy kell sz&molnunk a val6sziniiséget. Erre
vonatkozik az alabbi jel6lés és képlet.

| Feltételes val6sziniiség
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P(AGH)

Az A esemény H eseményre vonatkozo feltételes valoszintisége: P(A|H) = P(H)

Az 1. abrén szemléltetjik, hogy mirél van sz6. Kékkel jeloltik a teljes

W
eseménytért, tehat az W halmazt. Zélddel jel6ljik a H eseményhez tar- R
toz6 elemi események ,terét”, tehat azt a részt, amire figyelmunket

forditjuk, miutan feltesszik (vagy megtudjuk), hogy H igaz. A kérdés

most az, hogy ezen a részen milyen val6sziniiséggel kovetkezik be (a
feketével jelolt) A. Ehhez nyilvan tudnunk kell, hogy milyen
val6szinuseggel kovetkezik be az AC H esemény, és ezt kell a H esemeény bekdvetkezésének
val6szintiségéhez viszonyitanunk, hiszen most ez a ,,az eseménytér”, ennek kell 1 valoszi-
ntiséggel bekdvetkeznie.

A feltételes valoszintiséget idonként egy esemény feltétel nélkili valosziniségének
kiszamitasara alkalmazzuk valamely teljes eseményrendszer segitségével.

1. dbra

Teljes eseményrendszer

Azt mondjuk, hogy a Hi, Ha, ..., H, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha minden elemi
esemény pontosan az egyikiknek eleme. Masképp: a Hi események paronként diszjunktak és unidjuk a
biztos esemény.

A teljes valdsziniiség tétele
Ha A tetszéleges esemény és Hi, Hy, ..., Hateljes eseményrendszer, akkor

P(A) = A P(A|H,)1P(H,).

i=1

1

Ez az allitas csak kinézetre bonyolult: az 6sszeadandok el6zé definicionk alapjan éppen az
egyes AC H, események bekovetkezésének a P(AC H,) valdsziniiségével egyenldk, s ezek
paronként diszjunkt események, egyutt tehat épp az A valdsziniiségét adjak.

Szikseégunk lesz még az Ugynevezett ,toronyszabalyra”. Ez idoben egymés utan
kovetkezo eseményekkel foglalkozik. Hogy rogton példat is mondjunk:

2. feladat Tegyik fel, hogy van két urnank, az egyikben 6t kék és harom piros golyo van, a
masikban négy kék és nyolc piros golyo. A kdvetkez6t csinaljuk: elészor az els6bél taldllomra kivesziink
egy golyot és atrakjuk a masodikba. Ezutan az ott levd immar 13 golydt egy fakanallal jol dsszekeverjiik
és kihlzunk taldlomra egy golyét és atrakjuk az elsébe. Most azt is megkeverjiik a fakanallal és talalomra
hazunk az ott levé nyolc golyébdl egyet. Mondjuk itt megallunk és azt kérdezziik, hogy mi a
valo6szintisége annak, hogy egymas utan rendre egy piros, egy kék, majd ismét egy kék goly6t hlztunk.

Ezt nyilvan gy szamoljuk ki, hogy elészor kiszdmoljuk annak a valoszintiségét, hogy az elsébdl pirosat hdzunk
(3/8). Ezutan kiszamoljuk annak a val6sziniiségét, hogy a masodikbdl kéket hdzunk, de tudva azt, hogy oda egy
pirosat raktunk, tehat tudva, hogy az elsé hizas piros volt (tehat hogy most a masodik urndban négy kék és kilenc
piros golyo van). Ez a feltételes valoszintiség P(méasodik hizas kék|elsé hlzas piros) = 4/13. Ezutan kiszamoljuk,
hogy mennyi annak a val6sziniisége, hogy az els6é urnabol ismét kéket hizunk, tudva, hogy onnan el3szér kéket
hlztunk, tehat hogy négy kék és harom piros maradt benne, tovabba tudva, hogy masodszorra pirosat hlztunk
(tehat hogy most pirosat tesziink vissza, azaz négy kék és négy piros van az elsében). Ez a feltételes val6szintiség
P(harmadik hiizas piros|elsé hizés piros és masodik hiizas kék)=1/2. A keresett valdsziniiség e harom valdszintiség
szorzata lesz:

P(sorra pirosat, kéket, pirosat hizunk) =
= P(1. hlzas piros) x P(2. hiizés kék|1. huzés piros) * P(3. hizas piros|1. hGizas piros és 2. hizas kék).

Ennek alapjéan értheté az (gynevezett
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toronyszabaly:

PE I A Z = P(A)1P(A,|A )i P(AA, G Al)x---xPEAn

n-1
1A
i=1

g

A toronyszabaly tehat azt mondja ki, adja meg, hogy hogyan szamolhaté ki annak a
val6sziniisége, hogy egymas utan az Ag, Ao, ..., An események kovetkeznek be. Kiszamoljuk,
hogy az i-edik esemény milyen valdszintiséggel kovetkezik be, feltéve hogy elétte az As,
Az,...,Ain  események kovetkeztek be, majd ezeket a feltételes val6szintiségeket
0sszeszorozzuk.

A kovetkezo fogalom az események fuiggetlensége.

Flggetlenség, naiv definicid

Eseményeket akkor neveziink egymastol fliggetlennek, ha hidba van informéacionk néhanynak a
bekovetkezésérsl vagy be nem kovetkezésérdl, ettdl a tobbi esemény bekdvetkezésének vagy be nem
kovetkezésének esélyérdl nem tudunk tobbet, tehat ezek valdszinlisége nem valtozik.

Két esemény esetén ez azt jelenti, hogy az A esemeény valoszintiisége nem valtozik, ha
tudjuk, hogy B bekovetkezik, azaz P(A) = P(A|B). Ez a definici6 formalisan nem szimmetrikus.
Vagyis: mi két esemény fliggetlenségérol beszéltink, de itt csak azt mondtuk meg, hogy A
mikor fiiggetlen B-t6l. Am ha ide beirjuk a feltételes valdsziniiség fenti definiciojat és
atszorzunk a nevezovel, akkor azt kapjuk, hogy P(ACB)=P(A)P(B). Szavakban ez azt jelenti,
hogy a két esemény egyiittes bekdvetkezésének valdsziniisége megegyezik a két esemény
valoszintiségének szorzataval. Ebbél viszont kdvetkezik, hogy ha A fuggetlen B-t6l, akkor B is
fuggetlen A-tol, tehat valdban beszélhetiink a két esemény egymastél valé fuggetlenségérdl.

Toébb esemény fliggetlenségével kapcsolatban azonban fontos eloszlatni egy tévedést:
ehhez nem elég, hogy barmely két esemény fliggetlen legyen. Mondok egy példat rogtén, amit
egy életre meg kell jegyezni, hogy ne kdvessik el az emlitett a hibat, amit még kdnyvben is
lattam elkdvetni. Tehat tegyik fel, hogy két kockaval dobunk, az egyik z6ld, a masik piros. Az
A esemény legyen az, hogy a z6ld kockan parosat dobunk, a B esemény az, hogy a piros kockan
parosat dobunk, a C pedig az, hogy a két dobott szdm 6sszege paros. Marmost nyilvanvalo,
hogy mindharom esemény 1/2 valdszintiséggel kovetkezik be, barmely kett6 pedig fuiggetlen,
mert egyiittes bekovetkezésik valdsziniisége Y. Am a harom esemény egyaltalan nem
fuggetlen egymastol, mert ha barmely kett6 bekovetkezésérél van informécionk, abbol el tudjuk
donteni, hogy a harmadik bekovetkezik-e. Ha példaul A is, B is bekdvetkezik, akkor C is
biztosan bekovetkezik, ha egyik sem kdvetkezik be, C akkor is biztos, sth. Tehat

Fuggetlenség, matematikai definicié

N eseményt akkor neveziink fuiggetlennek, ha barhogy véalasztunk kozilik néhanyat, azok egyiittes
bekovetkezésének valdsziniisége a kiilon-kiilon bekdvetkezésiik valdsziniiségének szorzata.

Képlettel kifejezve:

k L
Minden 1£i;<i,<...<ixEn-re teljesiil, hogy P( |} A)= O P(A).

j=L j=1

Ezutan mar ratérhetiink a Markov-lancokra, ezek lesznek segitségiinkre eredeti, kartyakeverési
problémank megvalaszolasaban. Valami véletlen mozgasarol van sz, amely véges — vagy
néhany késébb sorra keriilé6 példaban megszamlalhatéan sok, de mindenképp diszkrét — alla-
potban lehet. Diszkrét idéegységenként valtoztatja allapotat. Az allapotok véges vagy
megszamlalhatéan végtelen halmazat S-sel jeloljik. A késébb teritékre kerilé 2. példa
allapotainak rendszere lathaté a 2. abréan.
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Az egyes pontok az allapotokat (megengedett @
allapotokat) jeldlik, a zold nyilak azt mutatjak, hogy melyik (" )
allapotbdl melyikbe mehet &t (kozvetlendl, tehat egy szabad)- @

idéegység multan) a véletlen mozgas. Ezekre ra van irva \@ A @
egy-egy pozitiv szam, az a allapotbdl a b allapotba mutatd @@@*J
nyil jeldli, hogy a mozgés milyen valoszintiséggel fog az a /4
allapotbdl a b allapotba atmenni (egy idéegység multan). Ezt zené, , @
amennyiséget pab-val jel6ljik. Ez az &tmeneti valdszintség. § u

Tehat itt nem-determinisztikus mozgasrél van sz6, mintegy @

sorshlzas donti el, hogy egy adott allapotb6l hogyan megy 2. ébra

tovabb a mozgas (vagy folyamat). Ha példaul vesziink a A 2. példa allapotai és az atmene-
boltban egy pakli kartyat, akkor a"kiindulgj allapot Még  y; valssziniségek Ep = L q=10
nagyon rendezett, mint mondtuk. A kovetkezo (egy keverési e 2

mtvelet utani) Aallapot mar nem eldontheté6 (nem

determinalt) és aranylag rendezetlenebb, véletlenszeriibb lesz. Eppen azt kérdezziik, hogy hany
Iépés (azaz: hany keverési mivelet) utan lesz mar ,,tényleg véletlen” a sorrend.

Marmost ilyen véletlen mozgads még nagyon sokféle van és nagyon bonyolult a
kezeléslk is. A pab atmeneti valdszintiség altalaban sok mindentél fligg, példaul az ésszes azt
megel6z6 allapottdl. Ez nagyon bonyolultta teszi az &ltalanos esetet. A Markov-lancok esetében
azonban van egy Iényeges egyszerisités, nevezetesen feltesszilk, hogy a pab valosziniiség csak
a pillanatnyi allapottol fligg, a korabbiaktol nem! Feltesszik tehat, hogy a mozgasnak ilyen
értelemben nincs memoridja, tehat az, hogy mi fog térténni, csak a pillanatnyi allapottol fligg,
teljesen mindegy, hogy a folyamat hogyan jutott ebbe az allapotba. Ez nagyon erés feltétel,
mégis természetes, és jol alkalmazhaté sok esetben, példaul a kartyakeverésnél, de a
genetikaban is. Képletben ez azt jelenti, hogy pab=P(b|a) és ez a b allapot csakis a pillanatnyi
allapotot jel6li. Analdgia lehet a fizikai differencialegyenletek péeldaja, ahol csak egy pillanatnyi
allapottol (pl. a rendszerben levé részecskék pillanatnyi helyzetétol és sebességétél) fligg, hogy
utana mi fog térténni — de csak analdgia, hiszen ott determinisztikus folyamattal van dolgunk!

Jel6ljuk S-sel a Markov-lanc lehetséges allapotainak halmazat és tegyiik fel, hogy S
alemainek szdma n. A Markov-lanchoz tartozik tehat egy n”n-es négyzetes matrix (a
matrixokrol lasd a KéMaL 2006. majusaban megjelent cikket Hermann Pétertél — sajnos
egyelére nem érheté el a neten —). Ennek a matrixnak példaul a masodik sor és 6tddik oszlop
metszespontjaban all6 eleme azt adja meg, hogy milyen valdszintiséggel jut a mozgas a masodik
allapotbdl az 6todikbe. Nyilvanvalo, hogy egy ilyen matrix minden eleme egy-egy nemnegativ
szam, s az egy sorban allé szamok dsszege egy. Hiszen egy adott allapotbol csak a véges sok
adott allapot egyikébe kerlilhet a mozgés és ezek az allapotok péronként kizarjdk egymast.
Tehét a fent mondott értelemben teljes eseményrendszert alkotnak.

3g
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Markov-méatrix

Ha egy négyzetes matrix teljesiti a mondott feltételt (csupa nem negativ elem és minden sorésszeg egy),
akkor Markov-matrixnak, sztochasztikus matrixnak nevezzik.

Képlettel kifejezbe olyan nxn-as (négyzetes) matrixrol van sz6, amelynek minden elemére O£panEl és

é pab :1'
b=1

A tovéabbiakban csak olyan Markov-lancokkal foglalkozunk, amelyekre teljesul a kovetkezé feltétel.
Tekintsiik azt az iranyitott grafot, amelyet Ggy kapunk, hogy a nem-nulla elemeket iranyitott élként
behlzzuk, azaz ha pa» nem nulla, akkor a-bdl b-be hdzunk egy irdnyitott élt. Errél a grafrol feltesszik,
hogy barmelyik pontjabol barmelyik pontjaba eljuthatunk iranyitott Gt mentén. Ilyen esetben a Markov-
lancot irreducibilisnek nevezziik.

Ez utdbbi feltevés azt jelenti, hogy a graf ,,nem esik szét”, sem az nem torténik meg,
hogy ha eljutunk egy részébe, onnan nem tudunk visszajutni egy masik részébe. Ez a Kikotés
nem nagyon szoritja meg a vizsgéalddasainkat. Ha ugyanis egy Markov-lancra nem teljestl, nem
nehéz beléle egy maésikat csinalni, ami ugyanigy megfelel céljainknak, de teljestl r4 az
irreducibilitas feltétele.

A legtdbb esetben még egy megkotéssel elink (bar latni fogunk olyan példat is, ahol ez
nem teljesul): feltessziik, hogy nincs benne periddus. Ez a kdvetkezot jelenti: a graf egy
tetszéleges pontjabdl kiinduld korok hosszanak legnagyobb kdzds osztoja egy. Ez egy paros
grafra példaul nem teljesil, hiszen ott egy tetszéleges adott allapotb6l csak minden péarosadik
Iépésben juthatunk vissza ugyanabba az allapotba. Paros grafban minden kdr hossza paros, tehat
a hosszak legnagyobb k6z0s osztoja is legalabb kettd. Ezt, mint mondtam, a legtdbb esetben
Kizarjuk.

Ha egy Vvéletlen folyamatban adott egy rogzitett, most tehat hatarozott,
determinisztikus, nem véletlen Gtvonal, és azt kérdezzik, hogy mi ennek trajektoridnak a
valGszintisége, akkor ezt altalaban a toronyszaballyal szamithatjuk ki. Ez tehat igy szolt: Ha
adva van egy ao, a1, ..., an régzitett ttvonal, akkor annak a valdszintisége, hogy az Xo, X1, ...,
X Utvonal ezzel megegyezik a torony-szabaly szerint:

P? ] Ag: P(X, =a,)1P(X, =a,|X, =a,)tP(X; =a,|X, =a,, X, =a, )x...
i=1
XP(Xn =a, |Xn—1 =a, 1, X, 78, 5, Xy :a‘l)'

Csakhogy a Markov-lanc esetében a mozgasnak nincs memoridja, tehat mar a masodik
feltételes valdszintiség egyszeriisodik, s ugyanigy minden utana kovetkezé is:

Pe Ag: P(X, =a)1P(X, =a,|X, =&, )1P(X; =a,|X, =a, )x...
i=1

P(X, =a,|X,.,=a,,)=P(X,=a,)P,, P

A, a3z’ an@,”

Ezt hivjuk Markov-tulajdonsagnak.

S most lassunk par konkrét példat a Markov-lancokra, a nagyon egyszertiekbél indulva.
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1. példa: primitiv telefonkdzpont.

Kezdjiik egy primitiv telefonkdzponttal: ez egyszerre csak egy hivast tud fogadni. A kdvetkez6ket tessziik
fel:

a) a kozpontba minden idéegységben a multtol fuggetlenil O<p<l valdszintiséggel érkezik hivas,
b) ha a kdzpont éppen foglalt, akkor a hivas elvész, ha szabad, akkor értelemszertien foglaltra valt,
¢) ha foglalt, akkor a folyamathan 1évé beszélgetés — ismét a malttol fliggetleniil — 0<g<1 val6sziniiséggel
véget ér.

Végll feltessziik azt is, hogy

d) az, hogy érkezik-e Uj hivas az id6egység alatt, az fliggetlen attél, hogy jelenleg folyik-e beszélgetés.
Az a) feltétel azt is magaban foglalja, hogy olyan kis idéegységeket vesziink, amelyeken beliil nem
érkezik egyszerre tdbb hivas, ezt vehetjik realis feltevésnek. A b) feltétel fejezi ki a telefonkdzpont

Lprimitiv’-voltét: nincs varakoztatas, ha massal beszél, akkor nekiink foglaltat jelez és kész. A c) feltétel
csak némely esetekben reélis: a végtelen beszélgetésekbe bonyolddo telefonaloknal.

Itt tehat két allapot van: S={0,1}, 0-val jelezziik, hogy szabad a vonal, 1-gyel, hogy foglalt. A
Markov-maétrix most a kdvetkezo:

_¢1-p p

§a(-p) pa+(L-a)y

Itt az elsé sorral nincs gond. Az elsé elem azt fejezi ki, milyen valdszintiséggel marad szabad
egy szabad allapot. Ez akkor torténik, ha nem érkezik hivas az id6egység alatt. Ennek
val6szinisege 1-p. Ugyanigy az elsé sor masodik eleme azt fejezi ki, hogy milyen
valoszintiséggel lesz foglalt a szabad allapot. Ehhez az kell, hogy érkezzen egy hivas, ennek
val6sziniisege p. A masodik sor mar bonyolultabb: itt a vonal foglalt. Mikor lesz szabad? Ha
egyrészt befejezédik a hivas, ennek g a valosziniisége, masrészt nem érkezik Uj hivas, ennek
val6sziniisege 1-p. Az eredmény a ketté szorzata, hisz feltettlik, hogy az aktuélis beszélgetés
befejezése és az Uj hivas érkezése egymastdl fuggetlen események. Valamivel még ennél is
bonyolultabb a masodik sor masodik elemének kiszamolasa: itt az id6egység elején foglalt és a
végen is foglalt a vonal. Ez kétfélekepp is lehetséges: a) befejezédik a ,,régi” beszélgeteés (q
val6szinuseggel) és érkezik 0j (p valdszintséggel), ennek az eseménynek a valdsziniisége a
fuggetlenség miatt pg, b) nem fejezédik be a régi (1-q) és ekkor mindegy, hogy érkezik-e (j
hivas vagy sem, hiszen ha érkezik, az ,,karba megy”. Az utébbi esemény valdszintisége tehat
1-g. Kdénnyen ellenérizhetd, hogy a Markov-matrixra kirott feltételek teljestinek.

2. példa: telefonkdzpont egy ,,Vangelis vonallal”.

Nézziink egy kicsit bonyolultabb példat! Az el6z6 példahoz hozzévesziink még egy ,,Vangelis vonal”-at,
amin egy ember varakozhat a hivas kapcsolasara (mikdzben nyilvan Vangelis zenéjét hallgatja). Tovabbra
is olyan kicsi az idéegység, ahogy azalatt csak egy hivas érkezhet, tovabbra is p valdszintiséggel, a
beszélgetés befejezésének valdsziniisége tovabbra is q és tovabbra is fiiggetlen egymastdl e két esemény.

Most tehat harom allapot van: S={0,1,2}, ahol 0=szabad, 1=foglalt és nincs varakozd, 2=foglalt
és van varakozo.
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3. feladat: Szamitsuk ki most a folyamat matrixat!

Megoldas:

Most a matrix a kévetkezéképpen alakul:
¢ 1-p p 0 U
M=%a-p) @-pA-a)+pg @-a)p L.
£ 0 q(- p) gp+(1-a)f

A mésodik oszlopot magyarazzuk meg, mert az a legbonyolultabb. A mésodik oszlop elsé eleme azt jelzi, hogy
milyen val6sziniiséggel lesz a szabad allapothol foglalt, ez egyszerti: p. A méasodik sor és méasodik oszlop
metszéspontjaban annak az eseménynek a valdszintisége all, hogy a kdzpont foglalt volt varakozo nélkil és ebben
az allapotban is marad. Ez kétféleképp lehetséges: a) nem ér véget a beszélgetés (1-q) és nem érkezik Gj hivas (1-
p), ennek valdsziniisége tehat (1-p)(1—q) a fliggetlenség miatt, b) véget ér a beszélgetés (q) és Uj hivas érkezik (p),
ennek valészintisége pg. Itt tehat (1-p)(1-g)+pq all. A harmadik sorban all6 elem azt fejezi ki, hogy milyen
valdszintiséggel lesz a foglalt plusz varakoz6 allapotbél egyszeriien foglalt. Ehhez az kell, hogy a foly6 beszélgetés
befejezédjék (q) és Uj hivas ne érkezzék (1-p). Ennek val6sziniisége tehét q(1-p) a fuggetlenség miatt.

3. példa: Ehrenfest urna modell.

Az Ehrenfest urna modell val6jaban egy Markov-lanc, a fizikaban van ra sziikség. Amikor ezt a modellt
felallitottdk, még nem volt tisztazva, hogy mi is a Markov-lanc. A modellt a kévetkezéképp lehet
szemléltetni. Van két kutya és a két kutyan dsszesen N bolha. Egy lépésben pontosan egy bolha atugrik a
masik kutyara. Az elsé kutyan 1évé bolhak szdmat — pontosabban ennek valtozasat — vizsgaljuk.

Most tehat az allapotok: S={0,1,2,...,N}. Az atmeneti valdsziniiségek is kdnnyen kiszdmithatok. Ha épp n bolha
van az elsd kutyan, akkor a kovetkezé Iépéshen csak n+1 vagy n-1 bolha lehet rajta. Ennek val6szintisége

Pn'n_1 = — (hiszen ennyi a valésziniisége, hogy egy a rajta levé n bolhabdl ugrik az adott idéegységben, illetve
N-n
I:)n,n+l = N :

Ez a Markov-lanc azonban nem teljesiti az aperiodicitasi feltételt, hiszen a grafja paros graf. Ha példaul éppen
nincs bolha a kutyan, akkor a kdvetkez6 lépésben biztos lesz, és legkdzelebb a masodik, a negyedik vagy altalaban
valamelyik péarosadik Iépésben szabadulhat meg megint az dsszes bolhajatél. Tehat az innen induld korok
hosszanak legnagyobb kozds osztoja kettd. Es nyilvan minden allapotra igaz, hogy csak paros Iépésben Iéphet Gjra
fel.

4. péelda: Wright-Fischer genetikai modell.

Ez a modell a génreprodukcidt van hivatva modellezni. Ezt a kdvetkezéképp teszi: a gént egy urnanak
képzeli, amiben mondjuk kék és piros golyok vannak, dsszesen N darab. A kovetkezé urnat (gent) gy
kapjuk, hogy N-szer hizunk ebbél az urndbdl visszatevéssel — minden hlzéas fuggetlen a tobbitsl — és
olyan szinii golyot tesziink a kdvetkezé urnaba, amilyen sziniit az el6z6bdl hiztunk. Mondjuk a piros
golyok szamat figyeljuk.

A piros golyok szamanak lehetséges allapotai S={0,1,2,...,N}. Az atmeneti valdsziniiség a k-piros allapotbdl az |
piros éllapotba:

_® N6 k N-I| .. . . - . . ;
g ¥ _( ) (@- ) . Aki ismeri a binomialis eloszlast, annak ebben semmi meglepd nincsen. Az N

2N o
hlzasbdl ki kell valasztanunk azt az I-et, amikor pirosat hdzunk, ezt - -féleképp lehet. Ha mar rogzitettik a
g

k
helyeket, ezeken (W)I val6szintiséggel fogunk piros golyét hizni az elsé urnabol. A tébbi helyen viszont kék
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K \n-
goly6t kell haznunk, ennek val6szintisége (1—W)N ', A huzasok visszatevéssel torténnek, és fuggetlenek

k K \n-
egymastol, tehat annak val6sziniisége, hogy pont a régzitett | helyen hizunk pirosat éppen (W)I @a- W)N h

Megjegyezziik még, hogy ennek a folyamatnak két elnyelé allapota van, ahonnan nem lehet mashova eljutni: az
egyik a csupa-piros, a masik a csupa-kek.

4, feladat Probaljuk meg a mutéciét is hasonléan modellezni. Tehét tegyiik fel, hogy pl. 0,99
valdsziniiséggel a htzott szinti golyot helyeziink a masodik urnaba, de 0,01 valdsziniiseggel ellenkezd
szint. Irjuk fel most az atmeneti valésziniiségeket!

Ajanlo

Nemetz Tibor és Wintsche Gergely: Val6szintiségszamitas és statisztika mindenkinek,
Polygon, 1998, http://www.math.u-szeged.hu/polygon/

William Feller: Bevezetés a valosziniiségszamitasba és alkalmazésaiba,
Miszaki Kiadd, Budapest, 1978.

Orosz Gyula: Markov lancok,
http://matek.fazekas.hu/portal/tanitasianyagok/Orosz_Gyula/Mar/markov.html

Sztrik Janos: Bevezetés a sorbanallasi elméletbe és alkalmazasaiba,
http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/education/08/index.html

Hosszu idejii varakozas.

Sokszor az érdekel minket, hogy hogyan viselkednek ,,hosszu tdvon” a Markov-lancok, tehat
mi torténik, ha sokaig varunk. Ez érdekel a kartyakeverésnél is. Tehat az érdekel minket, hogy
egy bizonyos b allapotot nagyon sok 1épés utan milyen valoszintiséggel ér el az allapot.

. (n) PO . S z .
Jel6ljuk tehat Pab -nel annak val6sziniiséget, hogy az allapot n Iépés utan a b allapotban lesz, ha most

éppen az a allapotban van.

1
Nyilvanvald, hogy P, :O’ annak megfeleléen, hogy b=a vagy nem. Masrészt definicio

szerint P, ® = p,, . Altaldban azt allitjuk, hogy

P™ = P" ahol P" az eredeti P matrix matrixszorzas szerinti n-edik hatvanyat jelenti, Pz pedig

ab ab '

ennek a matrixnak a megfelel6 (a-adik sor és b-edik oszlop metszéspontjaban allo) elemét.

Allitasunk bizonyitasa teljes indukcidval torténhet. Lattuk, hogy igaz az allitas n=0-ra és 1-re.
Tegylk fel, hogy n-re igaz és irjuk fel a valosziniséget n+l-re. AKi tisztdban van a
matrixszorzas fogalmaval és a teljes valoszintiség tételét megértette, az kénnyen megérti az
alabbi bizonyitast:
P =p(X,.,=b|X,=a)=QP(X,,=b,X,=g|X,=a)=

g

gb " ag gb " ag

=AP(X,,=b|X, =9)P(X, =g |X,=a)=qP,P" = & P,P" =P,

g g g
A masodik Iépésben kihasznaltuk a Markov-tulajdonsagot. Tehat minden n-re igaz az allitas.
Az érdekel minket, hogy mi torténik hosszu id6 utan egy Markov-lanccal. Kialakul-e egyfajta

allandosag és egyenletesség. A kartyakeverés esetében példaul az a kérdés, hogy ha hosszu
ideig keverink, elébb-utébb kialakul-e egy olyan allapot, amelyben minden sorrend egyforman
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valoszinti. Matematikailag kicsit pontosabb forméban igy fogalmazhatjuk meg a kérdést: ha a
Iépésszam, n a végtelenhez tart, akkor stabilizalédik-e — konvergél-e — az egyes allapotok
valoszintisége? Vagyis: ha elég sok lépést tesziink, tetszélegesen megkodzelithetjuk-e azt a
helyzetet, amikor minden allapot (sorrend) egyforman valdszini? Ez a kdvetkezét jelenti:
Tegylk fel, hogy felrajzoltuk az allapotok grafjat, s ezutan a grafon elkezdédik egyfajta
»Veéletlen bolyongas”. Igaz-e, hogy ha elég sokaig tart ez a bolyongés, akkor valamilyen eloszlas
stabilizalodik? A kartyakeverés esetén azt kérdezziik, hogy igaz-e, hogy egy id6 utan minden
sorrend nagyjabol (kdzel) egyenlé valdsziniségi lesz?

A kartyakeverés matematikai modellje

Szukségunk van egy matematikai modellre, ez a kbvetkezo:

Tekintsiik az 52 kartya 0sszes sorrendjét, ezt a halmazt — az 6sszes 52-edrendii permutaciok
halmazat — a matematikaban Ssz-vel jel6ljik. Tehat S = Ssp.

Ismeretes, hogy ilyen permutaciobdl 52! darab van, ami irdatlanul nagy szam, kb. 6,5x10% . Ha

ennyi aranyatomot vennénk és azt egy kocka alaki aranytémbbe ontenénk, ennek az
aranykockanak az oldalhossza csillagaszati meretii lenne. Ezt a mennyiséget tehat gyakorlatilag
végtelennek is tekinthetjiik. A Markov-lancnak tehat ennyi allapota lesz.

Megjegyzem, hogy a tovabbiak matematikajahoz felhasznaljuk, hogy a permutaciok csoportot
alkotnak, de erre csak utalni fogok. (A permutéciék egy véges halmazon végzett
transzforméaciok, ugyanugy, ahogy példaul a sik egybevagosagi transzformécidi a sik
pontjainak halmazédn végzett transzformaciok. Ezeket a transzforméciokat alkalamazhatom
egymas utan, s akkor Ujra egy permutéciot — illetve egy egybevagosagot — kapok. Az egymas
utdn alkalmazast nevezik a transzforméacidk szorzdsanak. Erre mint miveletre alkotnak
csoportot a permutaciok.)

A keverés egy lehetséges matematikai modellje a kdvetkezé: A kartyacsomag tetejérdl
valahany lapot leemellink (,,emelés™), a jobb keziinkbe fogjuk a leemelt j darab lapot, a bal
keziinkbe a b darab megmaradt lapot (j+b=52), és valamilyen véletlen sorrendben dsszefésuljik
a két kupacot. Igy kapjuk az (j sorrendet.

Elészoris szamoljuk Ki, hogy egy sorrendbél hany mésikhoz tudunk igy eljutni, vagy méasképp:
egy adott sorrendnek hany ilyen keverése van? Egyszeri kombinatorikai feladat annak belatasa,

52§
hogy ha b lap marad a bal keziinkben, azt § b 9 -1 fele kullénboz6 sorrendben rakhatjuk a tobbi
g

kdzé, oly modon, hogy ne az eredeti sorrendet kapjuk vissza éskilonb6zo b-kre ezek a
sorrendek mind kilonbdzoéek. (Gondoljunk arra a helyzetre, amikor mar 6sszefésultik a két
kupacot, és irjuk fel a sorrendet Ugy, hogy csak azt jel6ljiuk, hogy melyik kartya melyik
keziinkbél ,,szadrmazik”. A b darab ,balkezes” kéartyanak éppen ennyiféle elrendezése
lehetséges, ha a kiindulé helyzetet nem engedjik meg. A ,balkezes” kartydk egymashoz
viszonyitott sorrendje viszont adott, az a keverés soran nem valtozik.) Ezt a mennyiséget kell
tehat minden b-re 6sszeadni és az 0sszeghez még hozzaadni 1-et, ami a az eredeti sorrend
visszadllitasat képviseli. Tehat az 6sszes elérhet6 sorrend szdma:

52 0
é(§5b22-1) +1= 2% -52 » 4,5110°.

b=0 /]

(Megengedjiik, hogy ne emeljunk egyetlen lapot sem és azt is, hogy minden lapot leemeljiink,
ezert megy az 0sszegzés O-tdl és tart 52-ig.) A keveréssel megkaphat6é sorrendek szama az
Osszes lehetséges sorrendhez képest nagyon kicsi. Mondhatjuk:

Valosagos csoda, hogy mégis meg tudjuk keverni a kartyacsomagot, sét: az 6sszes
sorrendet megkaphatjuk, méghozzéa elég gyorsan.

Be lehet bizonyitani, hogy
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log, 52 1épésben megkaphatunk minden permutaciot!

Persze ez egy altalanos tétel specialis esete, s mivel a keverések szama egész, ez azt jelenti,
hogy legfeljebb hat keveréssel megkaphatunk minden permutéciot. Jol értsik meg: ez az allitas
arra az esetre vonatkozik, amikor elére meghatarozhatjuk, hogy mikor hogyan emeliink és
keverlink. Tehat ha determinisztikus modon hajtjuk végre a keveréseket, akkor ennyi lépésben
eljuthatunk minden keveréshez. Ez még igy is valdsagos csoda, hiszen a grafnak irdatlan sok
pontja van, kb. 6,5x10% . Ehhez képest minden pont foka elenyészéen kicsi: 4,5x10" . A graf

tehat nagyon ritka. Allitasunk azt mondja, hogy mégis minden pontjabdl minden pontjaba
»hamar” el lehet érni. Grafelméleti nyelven: az tmérgéje kicsi, pontosan: hat, azaz barmely két
pont tavolsdga — a legrovidebb Ut hossza az egyik pontbol a maésikba — legfeljebb hat
hosszusagu.

Egyel6re tehat ott tartunk, hogy tudjuk, hany pontja van a Markov-lancunkhoz tartozé grafnak
és tudjuk azt is, hogy egy pontbdl hany €l indul. Most azt is meg kell allapitanunk, hogy egy
adott sorrendbdl egy masikba milyen valdszintiséggel jutunk el. Ezt a kovetkezoképpen
szamoljuk ki:

520
— Annak a valo6sziniisége, hogy pontosan b kartyat emelek le, P(b) = z b 32'52 :

g
— Az emelés és az 6sszefésilés egymastol fuggetlen miveletek.
— Az, hogy az osszefésiilésnél a kovetkezé kartyat melyik kezembdol veszem, ardnyos azzal,
ahany kartya van éppen ebben a kezemben. Tehat példaul legyen a jobb kezemben 20 kéartya, a
bal kezemben 32. Ekkor az, hogy az els6 négy lapot jbbj sorrendben fogom Osszefésiilni:
20323119

52515049

Ha igy kiszamolom a valdszintiségeket, akkor minden, egy keverési miivelettel megvalosithato
. e £ .. a2 Lol st e st o oty s , -52 . .. p
(.kikeverhets”) és a kiindul6tdl killénboza sorrend valoszintisége egyarant 27, mig a kiinduld
- SNVl 2 P sz -52
sorrend visszaallitasanak valdsziniisége 53x 2™ lesz.

Hogy miért j6 ez a modell, az jobban latszik, ha a forditott miveletet, ennek a
keverésnek az inverz miiveletét nézem.

Mi a forditott miivelet? Veszem az egyes lapokat sorban, és egy érme feldobasaval
dontom el, hogy a soron kovetkezé lapot a bal (iras) vagy a jobb (fej) kezemnek megfeleld
kupacba teszem, majd a végén a bal kupacot a jobb kupac ala helyezem.

Konnyen belathatd, hogy ez tényleg az inverzkeverés. Matematikai szempontbol
Iényegtelen, hogy az eredeti keverést vagy annak az inverzét vizsgaljuk. Ez csak annyit
véltoztat a dolgon, hogy iddben visszafele nézzik a folyamatot. Es igy minden Iépés
termeészetes, az érme feldobasa is, az egymas ala helyezés is. (Ha az inverz muvelettel minden
allapotbol d allapotba juthatunk el, az eredeti muvelettel is minden allapotbdl d allapotba
juthatunk el, és minden lépés egyforman val6szinii, akkor ez azt jelenti, hogy az eredeti
allapotbol is minden elérhet6 allapotba ugyanolyan valdsziniiséggel juthatunk el.)

Most mar kész a graf, persze felrajzolni nem fogom, és a matrixot sem irom fel:
mindkett6 irdatlanul nagy lenne.

Azt allitom, hogy az egyes allapotok valdsziniisége idével stabilizalddik. Vagyis van
egy stacionarius allapot. Azt allitom, hogy
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\ a kartyakeverésnél az egyenletes eloszlas a stacionarius allapot.

Elvileg elképzelheté volna, hogy nem az egyenletes eloszlas a stacionarius allapot,
hanem peldaul egy olyan allapot, ahol a pikkek inkabb a kdzépen helyezkednek el, vagy az
aszok aranylag kozel vannak egymashoz. Persze, nem igy van, de ezt bizonyitanunk kell. A
bizonyitas tulajdonképpen egyszerii, csak sziikséges hozza par fogalom. El6sz6ris p-vel fogjuk
jeldlIni az allapotok valdsziniiségi eloszlasat. Ezen a kdvetkezot értjuk: p egy olyan fuiggveny,
amely minden allapothoz hozzéarendel egy pozitiv valdés szamot, ennek az allapotnak a
val6sziniiseget. Az sszes allapotokra dsszeadva ezeket az értékeket pontosan egyet kapunk:

ar@)-=1,

ahol az 6sszegzés az 6sszes allapotra torténik. A mi esetlinkben az 6sszes sorrendre 6sszegziink,
vagyis ez az 6sszeg 52! taghdl all.
A p eloszlast tekinthetem egy 52! hossz( sorvektornak is:

] p=(p(a1), p(az), ..., p(asz)).
Erdemes meggondolni, hogy ha ezt a sorvektort jobbrél megszorzom a keverés Markov-

matrixaval, az M:(Pa,aj ) matrixszal, akkor a kapott sorvektor épp azt mutatja, hogy, feltéve,

hogy jelenleg az allapotok eloszlasa p, milyen eloszlasu lesz az allapotok valésziniisége egy
52!

Iépés mulva. Hiszen az i-edik allapotba, azaz a; allapotba éppen ép (a j)PaJa, val6szintiséggel
j=1
jut a folyamat, s ez éppen a p sorvektornak és az M matrix i-edik oszlopanak szorzata, tehat a
pM sorvektor i-edik eleme.
Azt kell még észrevenniink, hogy

a stacionarius allapothoz tartoz6 sorvektornak ki kell elégitenie a
vM=v

egyenletet.

Az elébb mondottak szerint ez éppen azt fejezi ki, hogy az idében nem valtozik az
allapotok eloszlésa.
Azt allitjuk, hogy

\ a kartyakeverésnél épp az egyenletes eloszlas az egyetlen megoldasa ennek az egyenletnek.

Az elébb mér lattuk, hogy minden keverésnek van inverze. (Ez nem minden Markov-
lancra igaz, de a Markov-lancok egy nagy osztalyara igaz.) Ez pontosan azt jelentette, hogy
minden A&llapotba ugyanannyi féleképp lehet eljutni, ahany allapot elérheté beldle és
mindegyiknek egyforma a valdsziniisége. Ebbél viszont kdvetkezik, hogy

a Markov-lanc matrixaban nemcsak az egy sorban all6 elemek 6sszege egy, hanem az egy oszlopban allo
Osszegeké is:

é.Pab = épab :1'
a b

Azokat a matrixokat, amelyekben minden sordsszeg és minden oszlopdsszeg egyenld, duplan
sztochasztikus matrixnak vagy bisztochasztikus matrixnak nevezzik.

Most hasznaltuk, hogy a permutéaciok csoportot alkotnak, ezért a kartyakeverés matrixa
bisztochasztikus matrix. Konnyen ellenérizhetjik, hogy bisztochasztikus M matrix esetében az
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egyenletes eloszlasnak megfelel konstans v vektor kielégiti az egyenletet. Ez jelen esetben 52!
darab 1/52!-bol all. Hiszen minden eleme egyenlé és Gsszességében egy oszlopnyi Pab-val
szorozzuk, ezek 6sszege pedig egy.

,»Végtelenil sok” id6é utan egyre kdzelebb kertlink a stacionarius allapothoz, ami jelen
esetben az egyenletes eloszlas. Vagyis nagyon sok keverés utan kozelitéleg egyforma lesz
minden sorrend val6szintisége.

Héany keverés elég?

Befejezésiil még felvetheté az a kérdés, hogy akkor hany keverés elég? Hany keverés
utdn mondhatjuk, hogy mar ,,majdnem” egyenletes az egyes sorrendek valdsziniisége?
A vélaszt itt csak jelezni tudom, akit érdekel, errdl a témarol az egyetemen egy specialel6adast
tartok, ott majd szeretettel varom.

Bevezetjik a dn szdmot, amely azt mutatja, hogy n keverés utdni eloszlds milyen
»Messze” van a stacionarius eloszlastol.

d, :Eélp (b)-M_, |, ahol az a az indul&si allapot, p a stacionarius llapot és M, azt jelzi,
b

hogy milyen valdsziniiséggel lesziink a b allapotban n 1épés utan. Ez a dn egy 0 és 1 kozotti
szam. Azt akarjuk, hogy ez a szam nagyon Kicsi, azaz nullahoz kdzeli szdm legyen. A kérdés
az, hogyan kell ehhez n-et (a 1épésszamot) megvalasztanunk. Erre egy nevezetes cikk valaszol,
mar a cimével is: ,,Seven shuffles suffice!” Hét(-nyolc) keverés elég. S valéban: ha egy
pokerpartiban valaki 15-szér megkeveri a paklit, azt tarsai idével kirakjak, mert tul sokat kell
ra varni.

Mit jelent ez matematikailag? Tegyuk fel, hogy nem 52, hanem m lapbdl &llé
kartyacsomagot akarunk megkeverni. Bonyolult szamolassal belathato, hogy a fenti dn érték
n<clogm lépesig (itt c egy pontosan kiszamithatd konstans) nagyon kézel van 1-hez, ennél

az értéknél hirtelen nagyon kozel kerll 0-hoz, és nagyobb n-ekre mar kzel marad. Ez az érték
52 lapndl 7 koril van, tehat valdban: hét-nyolc keverés elég.
Igaz az alabbi fels6 becslés:
§I092 m20_(n+1)
dn £ 1 - 9_2 ’ y

ahol tehat m a pakli lapjainak szamat, n pedig a keverések szamat jeloli. A felsé korlatot add
jobb oldali fliggvény grafikonja m=52 esetén a 3. abran lathat6. Ez a fels6 becslés a jo keverést
csak 7-8-nal tobb Iépés esetén garantalja, de a d, fliggvény hirtelen lecsokkend alakja mar ebbol
a kozelitésbol is lathato.
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3. dbra
A grafikon a Mathematica szoftver segitségével készilt.

Toth Balint weboldala: http://www.math.bme.hu/~balint/

Ajanlott irdsok a kartyakeverésrél

Angol nyelvii viszonylag egyszert nyelvezetii 6sszefoglalo:

Brad Mann: How many times should you shuffle a deck of cards?
http://www.dartmouth.edu/~chance/teaching_aids/books_articles/Mann.pdf

Tudomanyos 0sszefoglalo a felfedezétol:
Persi Diaconis: Mathematical developments from the analysis of riffle shuffling,
http://www-stat.stanford.edu/~cgates/PERSI/papers/Riffle.pdf

Persi Diaconis weboldala: http://www-stat.stanford.edu/~cgates/PERSI/index.html
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