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1. Rendezések

1. feladat

Van 6t golydnk, amelyek kiilonbdz6 témegiiek, de ranézésre nem allapithaté meg, hogy melyik
konnyebb és melyik nehezebb. Ennek megallapitadsahoz egy kétkard mérleg all rendelkezésiinkre.
Rakjuk a golyokat tdmegiik szerinti ndvekvé sorrendbe gy, hogy a kétkart mérleget a lehetd
legkevesebbszer hasznaljuk!

A megoldast lasd itt: http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2005/5golyo.html

Fogalmazzuk meg a feladatot altalanosan!

2. feladat (Rendezési feladat)

Legyeneka, a, ,as,..., &, kilonbozé egész szamok! Rendezziik at 6ket minél gyorsabban, azaz minél
kevesebb péaronkénti dsszehasonlitassal a b, <b, <b; <...<b, sorozatba, ahol a b sorozat az a sorozat
egy atrendezése (permutacioja).

2/1. médszer (Buborék-rendezés)

Az els6 néhany dsszehasonlitassal a legnagyobb elemet tessziik hatra, utana a maradékbol a legnagyobbat,
ezt ismételjiik egészen addig, mig a legkisebbig jutunk . Mindig szomszédos elemeket hasonlitunk dssze, elélrdl
indulunk, hatrafelé megyunk.

Példaul: (4,7,2,5,6)® (4,7,2,5,6)® (4,2,7,5,6)® (4,2,5,7,6)® (4,2,5,6,7)

Az elsé korben ez legfeljebb n-1 dsszehasonlitads, a masodikban n-2, az i.-ben n-i, tehat dsszesen

(n-1)+(n-z)+...+1=@.

Van gyorsabb médszer is:

2/2. médszer (Beszlrasos rendezés)
Egyesével rakjuk be az elemeket (igy, hogy sorban legyenek: el6szor & -et, utdna megnézziik, hogy a,

elétte, vagy utdna van-e, a;mar 3 helyen is lehet, utana a tdbbit is hasonléan.

Példaul: (4,7, 2,5, 6) ®(4) ®4, 7) ®(2,4,7) ®(2,4,5,7) ®(2,4,5,6,7)

Tehat kell egy jo algoritmus egy Uj elem beszirasadhoz. Nyilvan nem érdemes a méar meglévé halmaz
Osszes elemével Osszehasonlitani, a szdmbarkochbas modszer sokkal jobb. Mindig a(z egyik) kozépsovel
hasonlitjuk dssze.

Minden 6sszehasonlitasnal a halmaz méretét felezziik. Ha az eredeti halmaz S, az i. 6sszehasonlitas utan
maradt pedig Si, S, £§,|SH| £@ , tehat egy n elemii halmazba beszlraskor legfeljebb glog, nj+1
dsszehasonlitas kell.

Példaul S={2, 4, 5, 7} -be beszurni a 6-ot: 4<6, igy mar csak az S1={5, 7}-be kell, de 5<6, azaz csak azt
kell eldénteni, hogy 7 elétt, vagy 7 utan jon e (S2={7}). 4 elemii halmazba 3 dsszehasonlités kellett.

Osszesen ez legfeljebb

0+(log, 1+1)+(log, 2+1)+...+(log, (n -1)+1) = (n 1) + log, (n -1)!£ n(log, n +1)
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dsszehasonlitas.
Ennek a médszernek programozoi szemszdgbdl nagy hatrdnya, hogy ha S-et tombnek tekintjik minden
elem beszurésanal az utana levéket is at kell pakolni.

Még egy modszert megnéziink érdekességképpen. Ez a modszer eddig abszolut gyéztes, akkor is, ha a
gyorsasagba a pakolgatés is beleszamit.

2/3. modszer (Osszefésiiléses rendezés)

Itt két rendezett halmazbol csinalunk egy nagyot, példaul: (3, 6, 9, 11); (2, 4, 10) ®(2, 3, 4, 6, 9, 10, 11).
Hasonlitsuk 6ssze elészor a két legkisebb elemet! Kapjuk, hogy 2<3. Igy biztosak lehetiink benne, hogy az
egyesitett listdban a 2 lesz a legkisebb elem. Felejtsiik is el! Foglalkozzunk a (3, 6, 9, 11); (4, 10) rendezett
halmazokkal. Hasonlitsuk 6ssze megint a két legkisebbet! 3<4, tehat keresett listank (egyeldre) a (2,3) és most mar
csak a (6, 9, 11); (4, 10) halmazokat fésuljuk...

Ha a két halmaz S; ={a1 <a,<..< ak}, S, ={bl <h, <..< b,}, akkor k + 1 - 1 6sszehasonlitas elég,

hiszen ha az Uj halmazba a legkisebbtél sorban rakjuk be az elemeket, mindig legfeljebb 2 johet széba: a két eredeti
halmaz legkisebb, még fel nem hasznélt eleme, az utolsé berakésanal viszont nem kell sszehasonlitani.

Térjlnk vissza egy adott halmaz rendezésére! Az n elemii halmazban el6szér 1-1 elemet fésuiliink dssze,
utdna a parokat, és igy tovabb. Nyolc elemmel példaul:

4-7), (5-3),(9-2), (1- 0) ®(4, 7- 3,5), (2,9-0,1) ®(3,4,5,7-0,1,2,9)®(0,1,2,3,4,5,7,9).

Az elsd Osszefésiilés sorozatban 4 dsszeféstilés volt, mindegyik 1 mérést igényelt. A masodik
osszefésiilés sorozathan 2 dsszefésiilés volt, mindegyik 3 méréssel. Az utols6 dsszefésiilés sorozat csak 1
osszefésiilésbdl all, de annak végrehajtasahoz 7 mérés is kellett.

Az igy hasznalt dsszehasonlitasok szamat konnyi kiszamolni, ha n kettéhatvany: n = 2', azaz i=log,n:

1xﬂ+3xﬂ+...+(2i—1)xl_=%n—£9+§n—ﬂg+...+gn—lgzixn—§ﬂ+£+...+l_9=ixn—(n—l).
2 4 2" e 2p ¢ 4y e 2'g e2 4 2'g

Ez tehat (nxlogon — n +1) 6sszehasonlités. Ha n nem kettéhatvany, akkor nxglog, n(j felilbecsili az
dsszehasonlitasok szamat ( gx(| az x szdm fels6 egészrészét jeldli, pl. ¢314(=4).

Ez a mdédszer nagyon erés, azt lehet mondani, hogy — a mozgatésokat is figyelembe véve — koriilbelil
2nlog, n Iépéshél all.

Ot elem rendezésére az 6sszes elébbinél gyorsabb eljarast talaltunk (5golyo.html 3. mddszer). Sokkal
jobb eljaras azonban nem létezhet.

Ha csupa kiilénbdz6 elemek vannak, akkor a lehetséges sorrendek szama n!, és minden dsszemérés az
eseteket két komplementer részre osztja: az esetek egyik részében az egyik mért dolog lesz a nagyobb, az sszes
tobbi részben a masik. igy a sz6bajové esetek szama — a barkochbahoz hasonldan — szerencsét nem feltételezve
csak felezddhet, ezért a rendezéshez log, n! 8sszehasonlitésra sziikség lesz, ami nagysagrendileg nxlogzn-nel

egyenlé. Magyarazatként lasd az 1. és a 3. Megjegyzést.

1. Megjegyzés (algoritmusok sebessége)

Az algoritmusok sebességét tipikusan Ugy jellemzik, hogy egy rogzitett skalahoz hasonlitjdk. A skala
alapjaul néhany jél ismert fiiggvényt vesznek, pl. go(n) = 1, g1(n) = logz n, g2(n) = n, gs(n) = n-logz n, ga(n) = n?,
...,0s(n) =2", ... és az algoritmusokat ezekhez mérik. Ha egy feladat megoldasahoz n adattal, egy adott médszerrel

maximalisan f(n) mitvelet elvégzése sziikséges, és g(n) egy olyan jél ismert fliggvény, melyre L(Ej az n

gln
novekedésével egy konstans korlat alatt marad, akkor azt mondjuk, hogy a mddszer nagysagrendileg g(n)
miuveletet hasznal, réviden f(n) = O(g(n)). (Ejtsd ,,ordd géen™!)

2. Megjegyzés (A 2/1.-2/3. algoritmusok sebessége)
A buborék-modszer sebessége tehat O(n?), a beszlrasos rendezésé O(nxin n) és megmutathatd, hogy az
Osszefésuléses rendezésé is O(n«n n).

3. Megjegyzés (A rendezési feladat minimalis 1épésszamarol)
Tegyiik fel, hogy k dsszehasonlitassal barmely n szamot sorba lehet rakni! Ekkor vegyiink n szamot, nézziik mind

-7z
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2k3n!®k3log2n!. A Stirling-  formulat  felhaszndlva elég nagy n-re ez legalabb

Eaneh 0
nlog, n!» n Iogzgégg J2pn~ =n(log, n-log, e)+%(log2 n+log, 2p) = O(nlog, n).
ceg ;

Ajanlé
Mathworld enciklopédia a Stirling formularél: http://mathworld.wolfram.com/StirlingsApproximation.html
Léczi Lajos: A faktorialis also és felsé becslései, http://www.math.bme.hu/~jtoth/FelsMma/faktorialis.ps

4. Megjegyzeés (binaris keresés)

A fenti vizsgélatokban feltettilk, hogy a golyok kilonbdzé tomeguek (ill. az 6sszehasonlitand6 szamok paronként
kilénb6z6ek). Ha megengednénk azonos témegeket (egyenlé szdmokat), akkor az dsszehasonlité mérésnek nem
kétféle, hanem haromféle eredménye is lehetne: egyik nagyobb, masik nagyobb, egyenlé. Ez megfeleld
korilmények kozott jelentésen befolyasolhatja a mérések szamat.

3. feladat (Leghosszabb névé sorozat keresése)

Keressiik S = (al,az,...,an) sorozatban minél hosszabb (ai(l),ai(z),...,ai(k))részsorozatét! Tehét k-t kell

maximalizalni Ugy, hogy az s, t indexek barmely 1£ s <t £ k értékeire teljesiljon az i(s) <i(t) ésaz
ai(s) < ai() egyenlétlenség is. (Feltehetjlk, hogy a sorozatban nincs két egyenlé elem.)

Példaul a (3,7, 5, 8, 4, 11)-ben a (3, 5, 8, 11) egy 4 hosszu ndvekvé részsorozat, de van-e hosszabb?

3/1. Modszer (Naiv algoritmus)

Egy masik sorozatot definialunk: h(i)= az i. elemmel végz6dd leghosszabb, ndvekvé részsorozat hossza.
El3szor h(1)-et szamoljuk ki, utana h(2)-t, és az egyre nagyobb indexiieket.

Nyilvan h(1)=1. Ha 1<j, akkor h(j) értéke a kovetkezéképpen szdmolhaté ki: Végignézziik a sorozat j-
edik elemét megel$zd elemek koziil azokat, amelyek a j-edik elemnél kisebbek, és folirjuk mindezen elemekhez
irt h értékeket. A h(j) érték ezen maximumnal eggyel nagyobb, illetve h(j) = 1, ha nem is volt néla kisebb elem. A
leghosszabb névé részsorozat hossza az Uj sorozat (a h-sorozat) értékeinek maximuma.

Példaul:

4 3 7 5 6
1

1 1

1 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2 3

Itt a leghosszabb ndvé részsorozat tehat 3 hosszu.

Eddig csak a sorozat hosszaval torédtink, szerencsére a h sorozath6l visszafejthetd a(z egyik)
leghosszabb sorozat is. Kivalasztjuk a(z egyik) maximalis végét, megkeressiik az el6tte levé kisebbek kdziil egyet,
amelyiknek h-ja pont egyel kisebb, igy haladhatunk visszafelé.

Itt minden szdmot Ossze kellett hasonlitani az 6sszes néla kisebbel, hogy megnézhessik a h-jukat. Ez

O(n?) 1épés. A visszafeijtés lineéris, tehat cn? osszehasonlités kell, az algoritmus O(n?) sebességi.

A kovetkez6 fejezetben ennél gyorsabb algoritmust talalunk a 3. feladat megoldaséra.
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2. Tablok

Tablé:

Egy olyan szamtablazat, melyben

- egész szamok szerepelnek

- a tablazat sorai balra vannak igazitva

- a sorok hosszai (a benne 1év6 szamok szama) fentrél lefelé nem nének

- a szamok jobbra és lefelé szigordan nének

Az i. sorban szereplé szdmok szama ;. Ha a tablonak m sora van és a sorok hossza rendre 1, 1,,.... 1,

m
akkor azt mondjuk, hogy a tabld tipusa 1 = {Il, I,... Im}. Ha a tabl6 n darab szdmbol all, é_ I, =n,
i=1
akkor ezt a jelolést alkalmazzak: A 7. Ebben a cikkben technikai okokbol helyenként a I — n jelolést
hasznaljuk.
Ha egy tablora A7 és a benne szerepl6 elemek az 1, 2, ..., n szamok a tabl6t standard tablonak hivjuk.

Példaul:

11214 |7 9|
3|56 |8
10]12]13[15
11]14

itt 1, =51, =4,1,=4,1,=2,1=(544,2), Abn, ahol n=15.

4. feladat
Soroljuk fel az 6sszes a) 2-elemt, b) 3-elemti, c) 4-elemii standard tabl6t!

(Tehat irjuk be az 1, 2, 3, 4 szamokat az 6sszes lehetséges mddon tabldkba.)

A 4. feladat megoldasa

Felsoroljuk a lehetséges I tipusokat és mindegyikhez felsoroljuk az olyan tipust tablokat. Alabb fy jeléli a 1 tipusu
standard tablék szamat.

a
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5. Megjegyzés (az f, értékek négyzetdsszege)

Képezzilk az egyes tipusokhoz kapott végeredmények (a jobb oldali oszlopokban taldlhatd szdmok)
négyzetdsszegét!

a)1?+12=2, b)12+22+1% =6, C)12+3%+22+ 32+ 1% = 24,

A kapott eredmények ismerds szamok. Ezt fogalmazza meg az aldbbi 1. Tétel.

6. Megjegyzés (az f, értékek dsszege)

Most képezziik az egyes tipusokhoz kapott végeredmények 6sszegét!
a)l+1=2, b)1+2+1 =4, c)1+3+2+ 3+1 =11
A kapott eredmények kevésbé ismerdsek, de nevezetesek. Ezzel kapcsolatos a késébbi 6. feladat.

1. Tetel
Ha f, a I tipust, standard tablok szama, akkor é(fI )2 =n!

I—n

Tulajdonképpen ezt fogjuk belatni a kévetkezékben.

Robinson-Schensted-algoritmus

Adott egy t tabl, egy x egész, ami nem eleme a tablonak. Készitiink egy t’ tablét, aminek x is eleme. Az
eljaras a kovetkezé:

Végigmegyiink x-el az elsé soron. Ha talalunk nala nagyobb elemet, azt ,kilokjik”, ha nem beillesztjik
a sor végére. Ha van kilokott elem, azzal a kdvetkezé soron megyiink végig.

Példaul, ha a tablé a kdvetkezo: 2 [a |8 ‘

7

‘LOO)I—‘

a beszlrandé elem pedig 3, akkor az algoritmus a kovetkezét csinalja:

112 |34]8 | @ 1 2[3[8]e® (1 [2|3[8]® 112 [3 [8 |
6|7 467 4 |7 417
9| 9 6.9 6

9|

Meg kell mutatni, hogy ez az algoritmus tényleg tabl6t eredményez. Nem romlik-e el valamelyik tulajdonsag?
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A sorokban nyilvan j6 marad, hiszen vagy a legvégére rakunk be egy nagy elemet, vagy egyet kicseréliink egy
kisebbre, de az elé6zénél nagyobbra.

Mivel kisebbre cseréltlink le egy elemet, ha van alatta levé, annal kisebb marad. Nem lehet az sem, hogy a
Kicserélt elem a folotte levénél Kisebb legyen, hiszen ha kilokilink egy elemet a kdvetkezé sorban legfeljebb
eddig a pontig megyink (a kilokdtt elem alatt nala nagyobb szam, vagy Ures hely van).

Végil pontosan egy sor hosszat ndveltlik eggyel (vagy egy Uj sort nyitottunk). Ezt a helyet nevezziik az (]
helynek. A fonti példaban ez a 9-es helye (4. sor, 1. oszlop).

Ajanlo:
Az algoritmus interaktiv valtozata: http://www.math.uconn.edu/~troby/Goggin/BumpingAlg.html
Wikipedia a Robinson-Schensted-algoritmusrol: http://en.wikipedia.org/wiki/Robinson-Schensted_algorithm

5. feladat

Mutassuk meg, hogy t’ és az Uj hely ismeretében kitalalhatjuk, hogy mi volt az eredeti tabld, és melyik a
beszart elem!

Megoldas (5. feladat)

Ha az elsé sorban van az Uj hely, akkor azt az elemet szUrtuk be, ami ott volt. Kiilénben az 4j helyen 1évd
elemet az el6z6 sorban 1évé legnagyobb, néla kisebb elemnek kellett Kilitnie. Ez a kilitott elemre is igaz.

Nem minden sor utolsé eleme lehet 0 hely, ha a kdvetkez6 sor ugyanolyan hosszu, a visszafejtés utan
kapott szdmtablazat nem tablo, hiszen a sorok hossza lefelé van, ahol csokken. Kiilonben viszont tablét kapunk,
ami az elébbihez hasonldan belathato.

Ennek felhasznalasaval fogjuk belatni az 1. tételt.

Bizonyitas (1. tétel)
Legyen p = Xy, Xp,..., X, az 1, 2, ..., n szamok egy permutécioja. Definialunk 2 tablot:
- t, az a tablo, amit az Ures tablobol indulva a Robinson-Schensted algoritmussal az X;, X, ..., X, szamok ilyen

sorrendben beszdrasaval kapunk.
- g, pedig ugyanezzel az algoritmussal az, hogy az uj helyek milyen sorrendben keletkeztek.
Nyilvan }”tJ_n’ 7‘61!_ n

Példaul, ha p = 2,3,1,5,4 , akkor

Beszirt elem 2 3 1 5 4
t, 13 ] 1[3 75| 13[4 ]
2| | 25
% 12| 1 ]2 [4] 1]2 |4 ]
= 3 3|5

A permutéciok és a tablo- parok kdlcsondsen és egyértelmiien megfelelheték egymésnak (az 5. feladat miatt). |
tipust tabl6-parb6l f,? van, ezért Q (f,%)= nl, ami a tétel allitasa.

I—=n

6. feladat

Mutassuk meg, hogy é f, megegyezik n elem méasodrendii permutacidinak szdmaval! A masodrendii
I—-n

permutécidk azok a permutéacidk, amelyeket kétszer végrehajtva az identitast kapjuk.

Példaul az (1, 5, 3, 7, 2, 6, 4) masodrendii permutacio: az 1, 3, 6 végig helyben marad, a 2, 5 és 4, 7 parok elemei
felcserélodnek, kétszeri végrehajtas utan eredeti helytkre térnek vissza. Az (1,5, 2, 7, 3, 6, 4) viszont nem
maésodrendii, hiszen kétszer végrehajtva az (1, 5, 2, 4, 3, 6, 7) permutécidt kapjuk.
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A 6. feladat megoldasa: Lasd http://matek.fazekas.hu/portal/eloadas/2005/6 feladat_erdelyi.html oldalunkat.

7. Megjegyzés: lgazolhatd, hogy f, minden primoszt6ja legfeljebb n.

2. tétel (Schensted-tétel)
Legyen p = X, X,,..., X, permutacio (nem feltétlen az (1, 2, 3,..., n)-é tulajdonképpen tetszéleges sorozat,

aminek nincs 2 ugyanolyan eleme), t, atabl6ja. EKkor 1, (atabld elsé sordnak hossza) a p-ben talalhato,
leghosszabb ndvé részsorozat hossza.

A Schensted-tétel bizonyitasa
Képzeljiik el az t, tablé felépitésének folyamatéat a Robinson-Schensted algoritmus szerint. Alljunk meg

akkor, amikor az X, elem éppen bekeriil a tabloba (feltétlentil az els6 sorba). Legyen H (k) annak az oszlopnak a

sorszama, ahova X, €pp most bekeriilt (lehet, hogy késébb egy masik sor masik oszlopaban fejezi be a teljes
algoritmust).
Allitasunk az, hogy H(k)=h(k), h a 3/1. médszerben hasznalt jelolés, az X, -val végzddé leghosszabb

sorozat hossza.

Ezt teljes indukcidval latjuk be (n-re, a sorozat hosszara). n= 1-re az allitas nyilvan igaz, a leghosszabb
nové sorozat 1 hosszUsagu, az elsé elem is az els6 oszlopba kertil.

Tegyik fel, hogy allitdsunk n=s-ig igaz, kiséreljlik meg igazolni n=s+1-re! Ha a p=(x1, X2, ..., Xs, Xs+1)
permutécidra futtatjuk a Robinson-Schensted-algoritmust, de megallunk xs:1 érkezése elétt, akkor eddig a p’=(xa,
X2, ..., Xs) permutaciora futtattuk le az algoritmust, létrehoztuk a t, tablot. Indukcits feltételtink szerint a H(1),
H(2), ..., H(s) szamok megegyeznek a h(1), h(2), ..., h(s) szamokkal.

Ah(1), h(2), ..., h(s) szamok nem feltétlenil killénbdzdk, tehat egy konkrét h* érték az 1, 2, ..., s indexek
kozil tobbhoz is tartozhat. Ez azt jelenti, hogy az x1, X2, ..., Xs k6z(l tobb olyan is lehet, amely egy h* hossz( névd
sorozat utolso eleme, de nem utolso eleme h*-nal hosszabb névé sorozatnak. PI. indukcids feltevestink miatt a t,,

tabld elsé sordnak h*-adik oszlopéban szereplé xx szamra is h(k)= h*, hiszen a Robinson-Schensted-algoritmus
soran az elemek soron belill nem véltoztatjdk a helyliket. Az is igaz, hogy ez az x« a legkisebb olyan szdm xi, x,
...y Xs kdzul amelynek ,,h-ja” h*, hiszen az elsé sor h*-adik helyérél mindegyiket egy nala kisebb {totte Ki.

Aty tabloba most beillesztjiik az xs.1 elemet. Ez az elsé sorba keriil, mondjuk a h*-adik helyre, és ha ez
nem egy Uj hely, akkor kilok onnan egy elemet. Azt kell megmutatnunk, hogy h(xs+1)=h*, azaz nem létezik h*-nal
hosszabb xs+1-re végzédo ndvé sorozat, de h* hosszu sorozat létezik.

Ha lenne legalabb h*+1 hossz( névekvé sorozat, aminek utolso eleme xs+1, akkor annak h*-adik eleme
legalabb akkora lenne, mint a t,. tablo elsé soranak h*-adik eleme, aminél viszont Kisebb az xs+1 elem, hiszen azt
ttotte ki. Ez ellentmondas.

Konstrudlunk h* hosszl xs:1-re végzédé névé sorozatot. A sorozat tagjait visszafelé haladva képezzik.
Az utolsd, tehat a h*-adik tag nyilvan xs:1. Ha a sorozat i-edik tagja mar megvan, akkor az (i-1)-edik tag legyen
egy olyan elem, amely a Robinson-Schensted-algoritmust az elsé sor (i-1)-edik helyén kezdte, és még az els6
sorban volt, amikor a sorozat i-edik tagja belépett (az els6 sor i-edik helyére). A konstrukcios Iépés biztositja, hogy
sorozatunk megel6zé6 tagja az utébbi tagot nagysagrendben és a p permutacidban is megelézi.

Példaul ha a sorozat (4, 3, 7, 5, 6) a tablo elsé sora igy alakul: (4), (3), (3, 7), (3, 5), (3, 5, 6). Igy a H értékei: 1,
1, 2,2, 3. Ezt kaptuk a 3/1. mddszerben ugyanerre a sorozatra h-nak.

Ezzel viszont gyorsabb algoritmust kapunk a leghosszabb n6vé részsorozat megtalalasara (3. feladat)!
3/2. médszer

Az eldbb gyartott tablot, illetve annak az elsé sorat vizsgaljuk. Az elemeket binaris kereséssel illesztjiik be, tehat
legfeljebb log, n+1 dsszehasonlitassal, 6sszesen nagysagrendileg n(log2 n +1) -nel.

8. Megjegyzés
Nem biztos, hogy a tabl6 els6 sora egy névé részsorozat, hiszen az ott el6forduld elemek indexei nem biztos, hogy
balrol jobbra nének. Példaul a (2, 3, 1) sorozatra a kapott elsé sor (1, 3).

A 3/2 mddszert a genetikaban is hasznaljak.
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Rényai Lajos: Tablék — Algoritmusok, ndvé sorozatok, genetikai sorozatok

A genetikusok manapsag mar képesek felsorolni az él6lények génjeiben talalhat6 kodsorozatot. Mit
jelentenek az egyes kodrészletek? Milyen rokonséagban allnak a kiilénb6z6 éllények? Mindkét kérdés
tisztdzaséban nagy jelentéséggel bir, ha sikerul megfeleltetni egyméasnak a kilénb6z6 egyedek, sét kiillonbdzé
fajok kromoszémainak egymésnak megfelel vagy egymashoz nagyon hasonlé részeit.

Nehézséget okoz, hogy a genetikai kdd rendkivil hosszd. Egy teljes, alapos ésszehasonlitas négyzetes
lépésszamot igényelne, ez tdl van a szamitogépek kapacitasan. A ,,forr6 helyek” megkeresése, majd a fenti
algoritmus alkalmazasa megfelel6 megoldast képes adni.

A ,forré hely” (hot spot) a két kodban két egymassal tokéletesen azonos, révid (5-10 nukleotidabdl
allo) részlet. Az algoritmus elsé lépésében megkeressiik a két genetikai sorozatban a forr6 helyeket. Az elsé
kodsorozatban ezeket besorszamozzuk, a masodikban a besorszamozott részletek azonositott parjaira is rairjuk
ugyanazt a sorszamot. Igy, ha a masodik kddon végigmegyiink, akkor a hot spotot sorszamai nem alkotnak egy
egyesével névekeds sorozatot, s6t nem is ndvekedo ez a sorozat. Itt segit korabbi algoritmusunk. Keresiink egy
minél hosszabb novekedd részsorozatot. A két kddban ezen részsorozatnak megfelel6 forrd helyek Ggy
feleltetheték meg egymasnak, hogy a megfelelé parokat 6sszekdts vonalak (lasd az abrat) nem keresztezik
egymast. Ez az alapja a két kddsorozat teljes megfeleltetésének.

1 2 3 4 5 B 78
s 8 08 @7
A teljes megfeleltetés soran a hot spotok kdzotti részeket is megprobaljdk egymashoz rendelni,
parbadllitani. llyenkor eléfordulhat az is, hogy az egyik gén egyik kodrészletének a masik génben egy sokkal
rovidebb rész, esetleg a ,,semmi”, azaz egy sz6koz felel meg. A kiilénbdz6 élslények lathatd hasonldsagait és

megfigyelhetd kiillonbségeit dsszevethetjilk a DNS-lIanchan igy megfigyelhet6é hasonlésagokkal, kiilonbségekkel.
Ez a megkdzelités fontos szerepet jatszik a genetikai kod értelmezésére, megeértésére iranyulo torekvésekben.
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3. Tovabbi tételek

Az aldbbi néhény nevezetes tétel szorosan dsszefiigg eddigi vizsgélatainkkal.

Greene-tétel

I+l +. 41

Legyen p permutacio, t, az 1.tétel bizonyitésaban definialt tablo, tipusa I ={I;,1,.....1,,}. A p sorozat
azon leghosszabb részsorozatanak elemszama, amely felbomlik j darab névé részsorozat unidjara

Példa
Ap=(2,8,3,4,1,5,7,6, 10, 9) permutdcid esetén:
1 3 4 5 | 6 [ 9 |
tp= 2 7 10
8

Ezek szerint p.nek van egy 6-elemii és egy attol diszjunkt 3 elembdl allé részsorozata. Lasd a vastagon szedett és

az alahlzéssal jelolt részsorozatot: (2, 8, 3,4, 1,5, 7, 6, 10, 9).

Permutéaciok fogyo részsorozatai
A p permutécidban a leghosszabb fogyd részsorozat hossza megegyezik a tp tablé sorainak szamaval, azaz
m-mel, ha tp tipusa 1 ={1,,1,,..1,}.

Erdés-Szekeres-lemma

NF 3n.

Ha az n elemti sorozatban a leghosszabb névé részsorozat hossza N, a leghosszabb fogyéé F, akkor

Ezt a méar sokszor hasznalt tablonk lathatova teszi, az egyenldség is szemléletes: amikor tablé téglalap alaku.

Mi permutaciokkal dolgoztunk, de nem nehéz Kiterjeszteni az allitasainkat altalanos sorozatokra (ahol lehet
néhany ugyanolyan elem). Az igy kapott tablék félig standard, vagy Young-tablok lesznek. A kildnbség csak
annyi, hogy a sorokban az elemek nem szigorian monoton nének, hanem helyenként egyenlé elemek is
lehetnek., ugyanigy a leghosszabb ndvé sorozatokban is lehetnek egyenlé szdmok. A Robinson-Schensted-

megfeleltetés Kiterjeszthetd a permutaciokrdl a sorozatokra, n!-rél n" -re.

Ajanlo

Az Erd6s-Szekeres-lemma egy masik bizonyitasa: http://www.math.bme.hu/~biro/zh/node3.html
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