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Kubatov Antal: Azok a csodalatos érinténégyszogek, Megol désok

1. Feladat.

Egy négyszogbe négy kort irtunk oly médon, hogy mindegyik pontosan két masik kort érint
Kivilrél, s mindegyik érinti a négyszog két szomszédos oldalét is. Mutassuk meg, hogy haa
négysz6g érinténégyszog, akkor valamely két szemkdzti kor sugara megegyezik!

Megoldas:

Ismert, hogy az éintési pontok tavol sdga:
e=2JRr (1ad 2. ora).

Mé&srészt: az azonos szinnel jeldlt szakaszok egyenlék (1&sd 1. dbra). igy mivel ABCD érinténégyszog:
AE, +2,/r,1; + E,B+CE; + 2|1 .1, + E,D = AE; +2/r,I, + E,D +BE, +2/r,r, +E,C
c
Jrals FTelp =Talp +Tele

Ve = o) - re (i - yfrp) =0
Wra - Vi)W - \ro) =0

«— T
Ve -5 =0 Vi ie =0
rB:r.D r.A:rC
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Kubatov Antal: Azok a csodalatos érinténégyszogek, Megol désok

2. Feladat.

Egy trapézt az aapokka parhuzamos szakaszokkal harom trapézra bontottuk Ggy, hogy
mindegyikbe irhat6 koér. Mekkora a kdzépso trapézba irhat6 kor sugara, ha a két szélsébe irt kor
sugararill. R?

M
Megoldas:
Jel6lje a szarak metszéspontjat M. Az N L
MRQ [MSP (nyilvanvald).(lasd 3. dbra).p A 7N €
beirt-, és hozzairt korok sugaranak aranya mindkét Lo
. . . r_x R[S Ty
haromszog esetén ugyanaz: — = = P x=+IR =0
X
{ T
M egj egyzés: !
1. Hasonl6 feladat RLV. 2004. Tanarverseny 30. feladat S p
(csak ott a korok érintették egymast, sa szérakat is. Ott is, itt § = "
isakorok sugarai mértani sorozatot alkotnak. o RN
2. A 4. abran aterliletek alkotnak szamtani sorozatot! \
! | AN N /i R
I|I 3 !I‘ Y 4
| \ NN
b b b A ' B
4. dora 3. &ra
3. Feladat.

Igazoljuk, hogy haaz ABCD négyszdg érinténégyszdog, akkor az ABC és ADC hdromszogekbe
irt korok érintik egymast!

M egoldas:
ABCD érinténégyszog b a+c=b+d (*)(l&sd 5. dbra). Akétker p €
i ] d+c+e d+e-c VTN o\
akkor érinti egymést, hax=y. x= -c= \/ N\ N\
2 2 | ) Ve A\
a+b+e a-b+e d /4 \j?
= -b= [ /4 I
2 2 \ x N
? S NN,
X:y l‘t:/:;/_/u ~““‘_“h--g;_‘-f
d+e-c’a-b+e A
2 2 .
5. &bra

b+d=a+c ezigaz U (*).
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Kubatov Antal: Azok a csodalatos érinténégyszogek, Megol désok

4. Feladat.

A P cslicst szog szérait érint6é k koron kijel dltink két atellenes pontot, A-t és- B -t, melyek
kil6énboznek az érintési pontoktol. A k kdrhtz a B pontban hlzott érint6é a szog szaraita C ésa
D, a PA egyenest pedig az E pontban metszi. Bizonyitsuk be, hogy BC = DE!

M egoldas: D

A BC tavolsdg a PCD haromszogbeirt kor (B) érintési '
pontjanak tavolsagaa C csticstdl. (I4sd 6. bra). Errdl tudjuk, N
hogy ugyanakkora, mint a hozzairt kor érintési pontjanak R o
tavolsagaamasik cstcstdl. Tehat azt kell megmutatnunk, hogy N
E ahozzéirt kor érintési pontja. Rajzoljuk meg az A pontban az p
érintét! A PQRD hozzéirt korének érintési pontja A. Tekintsiik B e
azt a P kozéppontu kdzéppontos hasonl ésagot, mely a PQR -et
atviszi a PCDLl -be. A képeaz E, sez —az el6z6ek szerint — azt
jelenti, hogy E a PCDLI hozzéirt kdrének érintési pontja.

5. feladat.

Egy haromszdg egyik oldala egyenl6 a mésik két oldal tsszegének harmadéval. Bizonyitsuk be,
hogy az eredeti haromszogbe és a kdzéphdromszogbe irt korok érintik egymast!

M egoldas:

Legyen c:%b. (145 7. dbra). Ekkor AB+F,F, =gc:i2b,
a b_a+b e

BF2+AF3:—+—:T,azaz ABF,F, érinténégysz0g, azaz az

ABCIJ beirt kore érinti az F,F, kdzépvonalat. Vegyuk észre azt is,
hogy ez akor egyuttal az F,CF,[| hozzéirt kore. Ahhoz, hogy a

kozépharomszdgbe irt kort érintse, azt kell beldtnunk, hogy mindkét
kor (k és k) érintési pontja ugyanolyan tavol van pl. F,-tél.

Tekintsik k; tikorképét az F,F, felezdpontjara, jeldlje azt k, . k, az ‘ ,; ’]
F,CF,[] beirt kore, hiszen F,F,F,C paralelogramma. A tikrézés miatt -_['\ Nk
F,E=F,E ( E ak, éintés pontja) Méasrészt a beirt kor (k) érintési 4 P N\

pontja olyan tavol van az egyik ( F,) cstcstol, mint a hozzairt kor (k) + 4bra
érintési pontjaamasik (F,) csicstdl. Ez viszont azt jelenti, hogy k; és

k érintési pontjainak tavolsaga F,-t6l azonos, azaz a két pont

egybeesik, azaz a két kor érinti egymast.
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Kubatov Antal: Azok a csodalatos érinténégyszogek, Megol désok

6. Feladat.

Adott egy nem trapéz harnégyszog. Szemkozti oldalainak meghosszabbitésainak metszéspontja
legyen P ill. Q. A P-nél és Q-ndl lévé szogek szogfelezéi messek a hirnégyszog oldalait X, Y
ill. Z,V pontokban. Mutassuk meg, hogy XZYV négyszog érinténégyszog!

Megoldas: o 0
Azt fogjuk megmutatni, hogy a négyszog rombusz. Lt es
PMQD négyszog szogosszege 360° (lasd 8.abra).

180°-a-b  1on 180709 e
2 2
- a+g :j
2 )
j = 2%9 _90° ) ABCD harnégyszog. b
PM szogfelez6 és magassagvona b VM = MZ L8Oy
QM is szogfelezd és magassagvonal b XM = MY . 2
Az &6k merdlegesen felezik egymast: XZYV P

rombusz (s igy természetesen é&rinténegyszog is).

7. Feladat.

Bizonyitsuk be, hogy egy konvex n sz6ghdl az atldkkal levagott n négyszog kozil legfeljebb 2

lehet érinténégyszog!

M egoldas: ’
Ha 2 - nél tdbb ilyen négysztgbe lehetne kort irni, akkor volna } A

kozottik két szomszédos, melyeknek két oldala megegyezik (14sd 9. |
&bra). Ebbdl: ‘ |
AB+CD =AD+BC | 7 / E
BC+DE=CD+BE e '
& : AB+DE = AD +BE 4 >

Azaz AB+DE=AP+PD+BP+PE.De AB<AP+PB és
DE < PD + PE (haromszog-egyenl 6tlenség). Ez ellent mond az el 6z6
(AB+DE = AP+ PD + BP + PE ) egyenletnek.

9. dbra

M egj egyzés:
Az egyenlétlenség ées. Pl.:n=8-ra (I4sd 10. &bra). Gamma A

10. &bra
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Kubatov Antal: Azok a csodalatos érinténégyszogek, Megol désok

8. Feladat.
Az ABCD huarnégyszog étléinak metszéspontjat jeldlje E, s ennek az oldalakra vonatkoz6
tukorképei legyenek E ,E,, E, ill. E,. Mutassuk meg, hogy E E,E,E, négyszdg érintonégyszog!

M egoldas:
Mivel EE,EE, a TT,T,T, négysz0g nagyitottja E -bdl
kétszeresére (1asd 11. abra), igy elegends TT,T.T,

négyszogrél megmutatni, hogy érinténégyszog.
(T, T,,T;,T, pontok az E pont meréleges vetlletel az

oldalakra). Az alapgondolat az, hogy megmutatjuk, hogy
ET, felezi a T,-nél 1évo szoget. T,.BE =T,CE [I(e,)
(lasd 12. abra), mert azonos ( @D) iven nyugvo kertleti

szOgek.
T,BT,E harnégyszog b e, =j
T,CT,E harnégyszdg b e, =d

Pj =d.
Ana g mbédon mutathaté meg a négyszdg tobbi szdgére.

Megjegyzeés:
Ha a hlrnégyszog atléi merdlegesek egymésra, akkor T, T,T,T, tn.
bi centrikus négysz6g, azaz hlrnégyszog és érinténégyszdg egyben.
T +T, [=2a +2(90°- a) =180° (l4asd 13. &bra).
12. &ora

6/13
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Kubatov Antal: Azok a csodd atos érinténegyszogek, Megol désok

9. Feladat.

Mutassuk meg, hogy ha a satirozott négyszogek érinténégysztgek, akkor az ABCD
négyszog isaz! (Iasd 14. &ora).

D

s f,-"‘:v \ A
r N o AN /A
b 1 TT————

14. &bra / 'z
15. dora

Megoldas:

Tekintsiik a 15. abrét! Az azonos szinnel jel6lt szakaszok egyenl 6k, valamint a piros és kék
szakaszok Osszege megegyezik a zold és fekete szakaszok Osszegével (nyilvanvald). Az

A, B,C,D pontokbdl huzott érinté szakaszok egyenlésége, valamint az el6z6ek aapjan az
dlitas mar adodik.

10. Feladat.

Mutassuk meg, hogy ha a satirozott négyszogek érinténégyszogek (Iasd 16. &bra) és
el f [AB, akkor ABPQ négyszdg is érinténégyszog!

C
\ - 3 _[_ VVVVVVV (
0%t
D C r
%“.“. l.‘.x"‘
. AN < A N
\'. 'j’. ’ 1‘. \\\
2a 41 B { Zﬁ \
1 B Ja ‘ '
17. &ora P2 Y i
B A I3
16. dbra 18. dora

Megoldas:
A megoldashoz belatjuk az alabbi segédtételt:

Tétd:
ABCD trapéz akkor és csak akkor érinténégyszog, ha i_CB: =tga xgb (lasd 17. ébra).

A segédtétel bizonyitasa:
Az ABCD érinténégyszog akkor és csak akkor, ha r =r' (I4sd 18. &bra). (r :az A és B
sz6gek szogfelezdi metszéspontjanak tavolsdga AB-tdl, r':a C és D szogek szogfelezdi
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Kubatov Antal: Azok a csodd atos érinténegyszogek, Megol désok
metszéspontjanak tavolsaga CD-tl.) AB=r(ctga +ctgb),
C_ toga +tgb _ tga +tgb

DC =r'(ctg(90°- a)+ctg(90°- b)) b = =tga ®xgb
(930" ) +etg(@0°- D) P = gp T 1, 1 T
tga tgb
Nézzik ezutan a feladat megoldasat!:
Hasznaljuk a 19. dbra jel6léseit és alkalmazzuk az el 6bbi c
s QL . NR A
édtételt!: = =tga ®gj , —— =ctg] *gb
Seg =Y ga xg VB g %9
(tg(90°- j ) =ctgj ).
PQ_QL | \L
RS SN\
R_NR
AB MB
PQ RS PQ QL N
x— =tga ®gb (tgj >xtg =1
pRSABABSNMng(g] g =1)
PQ
— =tga ®gb
B ga Ag

Ez a segédtétel értelmében azt jelenti, hogy ABPQ
érintonégyszog.

11. Feladat.

Jeloljeaz ABCL sulypontjat S, két silyvonalat AA és BB, . Bizonyitsuk be, hogy az
ABCl egyenlészaru, ha SACB, négyszog érinténégyszog!

s Y

M egoldas:

A BBClU ésaz AACT tertlete nyilvanval 6an egyenld, hisz

mindkett6 az ABCL terlletének afele. Mésrészt a k kor /

mindkét hdromszog beirt kore (14sd 20. &ora), igy a—t=rs R

aapjan — a két hdromszdg keriiletének meg kell egyeznie: { A\
A %

S, +% +b=s5 +9 +a, BSAC negyszog érinté negyszog b f,;—,;_;.:\

%sa g = }So +— . A mésodik egyenlet haromszorosabdl 2

~

vonjuk ki az elsot: g

2p oa-b. . Ny
2 |

r\)lm
N o

20. dbra

M egj egyzés:
Felhaszndhatjuk a 12. feladat dlitését is.
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Kubatov Antal: Azok a csodd atos érinténegyszogek, Megol désok

12. Feladat.

Bizonyitsuk be, hogy az ABCD (nem trapéz) négysztg akkor és csak akkor
érinténégyszog, ha EB+BF =ED + DF ! (E az AB és DC meghosszabbitasainak
metszéspontja, F pedig amasik két oldal meghosszabbitasainak metszéspontja.).

s F

D
I;/
FAANSS :
B B* %
22. dbra

M egoldas:

1): Ha ABCD érinténégyszog, akkor EB+ BF = ED + DF (lasd 21. dbra).

EB+BF =EX - XB+BY+YF=EZ+FV =EZ+2ZD- ZD+FD+DV =ED +DF .

2): Ha EB+BF = ED + DF , akkor ABCD érinténégyszog.

Indirekt: Ha ABCD nem érinténégyszog, akkor tekintsiik az AED] beirt korét és hiizzuk meg
F -bol az érintét e korhoz (1asd 22. &bra). 1) miatt: EB” + B'F = ED + DF , feltétel:

EB+BF =ED+DF. EB=EB +B'B. Az €4z harom egyenlethsl: B'FF =B B+BF . Ez
viszont ellentmond a h&romszdg-egyenl 6tlenségnek.

M egj egyzés:

Az ellipszis két tetszéleges pontjanak radiuszait meghosszabbitva — ha azok négyszoget hatéroznak meg —, akkor
az &rinténégyszog.

13. Feladat.

Egy konvex négyszdg szemkdzti oldalai meghosszabbitasainak metszéspontjain
keresztil hizzunk egy-egy egyenest, melyek az eredeti négyszoget négy kisebb
négyszogre vagjak. Bizonyitsuk be, hogy ha kor irhaté valamely két szemkozti kis
négyszogbe, akkor az eredeti négyszog is érinténégyszog.

M egoldas:
1. eset (lasd 23. dbra).: A szinezés és az €l6z6 feladat dlitésa értelmében trividlis.
2. eset (14sd 24. dbra).: A feladat bizonyitasdhoz segédtételt hasznalunk:

24. dbra
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Kubatov Antal: Azok a csodd atos érinténegyszogek, Megol désok

Tétel:
ABCD érinténégyszog U EA- AF =EC- CF (lasd 25. &ora).

Bizonyitas:

Visszavezetjik az el6z6 feladatra EA- AF =EC- CF b
EB+x- (DF +t);ED- z- (BF-y)b

EB + BF +X+Z;ED+DF+y+t. Ebbdl

x+z=y+t U ha ABCD érint6négysz0g, tehat
EB+BF =ED+DF U ABCD érinténégyszog.

M egoldas folytatasa:
Az el6z6 segédtételbdl és a szinezéshdl mar kovetkezik az
alitas.

14. Feladat.

Az ABCD érint6 trapéz ( ABLICD ), aloinak metszespontja E . Jeldlje r,,1,,r1,,1,
ebben asorrendben az ABE, BCE, CDE és DAE haromszdgekbe irt korok sugarat.
Mutassuk meg, hogy ekkor 1+l :1+1!

1 r'3 r'2 r'4

M egoldas:
t=rsh 1 :§ (Iésd 26. dbra). Az dlitasigy:
r

2.3_-%.3% gakbanisirhatd. ABCD

oty t, t, d/
érinténégyszég P a+c=b+d
[+x+y+z+t P k+k, =k, +k, /2 P /o
S+, =5 +5*. /o
Jeldlje t, az ABED terliletét. .. i
] A

Ekkor L_y.c Anaég: t—:Ezg. gy

tt t a t, X a

C
L=t =t

L (A ¢, s _¢C c

Az ABEL [DCE (szOgeik egyenlék). b 2=—=b t,=—t,2=—b 5 =—5.
' (gegy)tlazgazlsla%a%
Igy az dlitasunk:

c

? *Si ? +S ?
S422%,8% p 8,87220% 8 b Cqugis s, Mases Os =,
b ottt t ¢ . C a a a

2L b
S,+5 =s,+s, ez pediga* egyenlség teljestilését jelenti.
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Kubatov Antal: Azok a csodd atos érinténegyszogek, Megol désok

15. Feladat.
Adott az ABCLl, sannak AB oldalan két belsé pont, K, és K, (A K, K,,B).

irt korok — AB oldatol kilonbdzo — kllss érintdjeilleszkedik az O pontra.

Tekintsik az AK ,C és K,BC haromszdgekbe irt korok kozos kilss érintéit; ezek
metszéspontjét jeldlje O. Mutassuk meg, hogy az AK,C ésa BK,C haromszogekbe

Megoldas: )
Messe a CK, illetve CK, ¢
szakaszokat amasik kilso érintd

a P ill. Q pontban (I&sd 27.

abra). Tekintsik a CPQ -be irt

kort, s htizzuk meg O-bdl e

korhoz amasik érintétis(1). A

|étrej6vo metszéspontok —

legyenek X,Y,Z,V .Ekkoral3- =
as szamu feladat dlitasanak

értelmében AK,ZX és K,BVY

négyszogek érinténégyszogek, s

ez, az dlitas teljesiilését jelenti.

16. Feladat.

oldalakon levé érintési pontokat 6sszekotjik. [gy anégyszog minden csticsandl
keletkezik egy kis hdromszog. Megrajzoljuk ezeknek a beirt koreit. Tekintsik a

hogy a négyszdg rombusz!

Az ABCD érinténégyszog beirt kore az oldal akat négy pontban érinti, a szomszédos

szomszédos csticsokhoz tartozé kis koroknek az ol dal egyenesektsl kiildnbdzo kiilsé
érintéit. Tudjuk, hogy ez a négy egyenes egy négyszoget z&r kozre. Mutassuk meg,

M egoldas:

A 7. feladatnal |&tottak alapjan azt sgjtjuk, hogy a négyszog
érinténégyszog, s a szerkesztett dbora azt sugallja, hogy
paralelogrammais (lasd 28. dbra). A kett6 egyditt
biztositana PQRS rombusz voltat.

Erinténégyszog: Az azonos szinnel jelzett szakaszok

egyenl ok (trividis). Mivel ABCD érinténégyszog (ésa
kilsé pontbdl ugyanazon kérhdz hizott érinté szakaszok is
egyenl6k), ezért akék+zold=pirost+feketeb nyilvanva6an

kovetkezik, hogy RQ+ SP =PQ+ SR, azaz PQRS A
val 6ban érinténégyszog.

Paralelogramma: A szerkesztett dbra alapjan két észrevétdt is tehetlink.
1.5gtés | (P; Q) [1IM . 2.S¢jtés akis korok kdzéppontjal illeszkednek a nagy korre.
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Kubatov Antal: Azok a csodd atos érinténegyszogek, Megol désok

Kezdjuk az utébbival:

Messea BO akort K -ban (Iasd 29. &bra).
Megmutatjuk, hogy K abeirt kor k6zéppontja. € =]
(kétives), mert azonos iven nyugvo kerileti szogek (]
kétives érintoszart). | egyives=] kétives. Ebbol

] egyives=e, azaz KM szogfelez6, azaz K az LBMT
beirt kérének kdzéppontja.

Haa =b, akkor JMBJ =d =180°- 2a (lasd 30. &ora).
Hapl.a >b, akkor: | =a +b, mert kiilsé sz6ge az

ABQOL -nek. e :]E’ mert) kozépponti, e pedig _,.1:

ugyanazon iven nyugvo keruleti szdg.

a+b _a-b
2 2
Vaamint IMBJ =180°- a - b . Azaz akét kor — AB -t6l kilonb6z6 — kilso érintéje

parhuzamosa JM éatloval. Analég modon mutathaté meg a tobbi kilsé érintérol is. Az

g=a-e=a- P d=180°- 2b- 2g=180°-2b-(a- b)=180°-a-b.

30. dbra

el6bbiekbdl kovetkezik, hogy anégyszdg paral el ogramma.
Erinténégyszog+Paral el ogramma=Rombusz.

17. Feladat.

Egy nem trapéz négyszog oldalainak meghosszabbitésai messek egymést a P ill. Q
pontokban. Mindkét ponton keresztll két-két egyenest hizunk, melyekkel a
négyszoget 9 négyszogre bontjuk. Tudjuk, hogy a cslicsok melletti négy négyszog
kozul hdrom érinténégyszdg. Mutassuk meg, hogy akkor a negyedik is az!

A megoldas kulcsa a kdvetkezé tétal:

d’ Alambert tétele:

Legyen adott a sikon harom egymason kivili kor. Ekkor az ezekbdl kivalaszthatd
korpéarokhoz hazott kilss érint6k metszéspontjai egy egyenesre illeszkednek.
/hasonl6sagi egyenes/.
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Kubatov Antal: Azok a csodd atos érinténegyszogek, Megol désok

A kovetkezé bizonyitas Totik Vilmos: L épjunk ki a térbe /Polygon 1993. junius/ cikkébél
valo.:

»Minden kor folé rajzoljunk meg egy gombdét (amelynek az adott kér fokore). Ekkor pl. a
C,és C, korok érintéinek metszéspontjaamegfelelé G, és G, gdmbok érintdkupjainak
cstcspontjalesz. De ahdrom kor kézos (kulsd) érint6 sikjai egyben érintésikjai ezeknek az
érintokupoknak, ezért az érintékapok cstcspontjainak rajta kell lennidk az érintésikokon.
Tehét akérdéses pontok rajta vannak az érint6 sikok metszésvonalén, amely persze egyenes.”

M egoldas:

Tekintsik a31. abrét! Tegylk fel, hogy az A, B ésa C melletti négyszogek
érintonégyszogek! P és Q 'advavan’’ —saz el6z6 tétel értelmében — R-rel egylitt egy
egyenesreilleszkednek. Jeldlje k, az XYQU beirt korét; és most tekintsik a k;, k; és k,
koroket. Ezek kulso érintdinek metszéspontjainak is egy egyenesre kell illeszkednitk. k; és
k, adja Q-t, k, és k, adja R-t. igy ahasonl6sigi egyenes ugyanaz maradt, sigy k, és k,
kozos kilso érintinek metszéspontjanak is erre kell illeszkednie. Az egyik kdzos kilsé érintd
(X,Y egyenese) P -ben metszi ahasonlosagi egyenest b amasik kdzos kilsé érintének is
illeszkednie kell P -re. llyen — k, -at érint6 —mar van, seza DC egyenese. b DC érinti k,
kort, azaz DXYZ is érinténégyszog.
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