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Az abrak és elektronikus valtozatok Iétrehozasaban
Beck Zoltan kdzremiikodott.

1. Bevezetés: ismerkedés a csomokkal

SO
—

a

Horogkotés a Baranyai Horgasz Matrézkdtés a Vizvonal Kfthonlap- A pruszikcsomot a hegymaszok
Magazin Horgasziskolajabol jarol és alpinistdk az ereszkedésnél
biztositasnak hasznaljak
1. &bra 2. &bra 3. abra

Csomokkal a mindennapjaink soran tébbszor talalkozunk. Példaul amikor megkdétiink egy cip6fizét, vagy
paradicsomot kotdziink a kertben. Régen a tengerészek szdmadra is fontos volt, hogy a kilonbézé koteleket Ggy
kossék, hogy a keletkezd csomak erések, teherbirdak, tartésak, nehezen kioldhatok legyenek. Ezek a tulajdonsagok
azonban nagymértékben fiiggenek a kotél anyagatol, hosszatél, vastagsagatdl. A matematikai vizsgalat soran
ezektdl eltekintiink, és csak un. topologikus tulajdonsagokkal foglalkozunk.

Ajanlo

Alan L. Folsom, Jr.: Az 6tven legalapvetébb csomé cserkészeknek, http://www.folsoms.net/knots/

U.N.E. hegymasz6klub: hegyméaszdcsomd animaciok, http://www.une.edu.au/unemc/climbing/knots/

Halaszcsomok: http://www.killroys.com/knots/knots.htm

Horgaszkotések, horgaszcsomok a Baranyai Horgasz Magazin Horgéasziskolajaban:
http://www.bhm.hu/Horg%E1sziskola/kotesek.php

Hajézéashoz alkalmazott csomok a Vizvonal Kft honlapjan: http://www.vizvonal.hu/csomok.php

A nyakkendé csom6zasi technikai: http://www.scoutdb.org/h2tat/

A Blue Ridge Mountain mentécsapat (BRMRG) ajénlata: http://brmrg.med.virginia.edu/knots/knots.html

Peter Suber linkgytjteménye csomokrol: http://www.earlham.edu/~peters/knotlink.htm

Ropers Knot Page: http://www.realknots.com/

L/

4, dbra

Vegytink most egy spargat és csinaljunk ra egy egyszerii hurkot! A hurkon vezessik at az egyik véget. (4.
abra) Igy kaptunk egy csomét, amit kdnnyen kibogozhatunk, csak az elvégzett Iépéseket kell visszafelé
végrehajtani, azaz el6szor kivesszilk az athdzott véget, majd megsziintetjik a hurkot. Vegyiik észre, hogy egy
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spargat barhogy bogozhatunk, a lépések visszafelé elvégzésével mindig ki tudjuk azt bogozni. A csoméelmélet
ezért olyan csomokkal foglalkozik, amelynek végeit a bogozés utan dsszeragasztottuk.

Matematikai, azaz topoldgiai értelemben a csomo tulajdonképpen egy sikbeli kor (jelben S, mint ,,sphere
in dimension 1) 3 dimenzids térben (jelben A®, mint valés=real, reel, 3 dim. tér) valé elhelyezése. A csomot
tehat Ggy képzelhetjilk el, mint egy nagyon hosszl és nagyon vékony, nytlékony spargdbol készilt térbeli
objektumot.

A csomd definicioja:

Csomonak nevezziik azt az S * alakzatot, amely az S* kor 6natmetszés nélkili képe az A2 térben.

Megjegyzés

Az ennél még precizebb definicié a folytonossdg fogalmén alapszik. A folytonossadg fogalméanak targyalasa
azonban meghaladja e cikk kereteit. Amikor csomérél beszéliink, akkor egy folytonos fliggvény van a hattérben,
amely az S* koron van értelmezve, a térbe képez és az S koron injektiv, azaz a kor killonb6zé pontjait kiillonb6zé
térbeli pontokba képezi, nem ,ragaszt” 6ssze pontokat. A csomo a kor egy ilyen folytonos fliggvénynél szarmazo
képe.

Néhany matematikai csomé a ,,Csomd szerver”-rél (http://www.colab.sfu.ca/KnotPlot/KnotServer/):

QO

31
81() 815 820

Most mar megadhatjuk a csomok azonossaganak feltételét.

5. dbra

Csomok azonossaga
Két csom6 akkor nevezziik azonosnak, ha egyik a masikba atalakithatd vagas és ragasztas nélkil.

Megjegyzés
Az olyan csomdkat, amelyek egymasba mozgathatok, folytonosan egymésba deformalhaték tehat nem
kilénboztetjik meg egymastdl.
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Annak elddntése, hogy két adott csomo egymaésba alakithatd-e, tehat azonosak-e, altaldban nagyon nehéz.
Probalkozzunk meg ezzel egy viszonylag egyszerii esetben!

1. feladat: Mutassuk meg, hogy a 6.a., 6.b. abran lathaté csomok azonosak.

Haromlevelii csom6 Haromlevelii csomé?
3-trefoil link
6.a. abra 6.b. abra

Az 1. feladat megoldasa: ,,Tie me up, tie me down”, http://www.math.cuhk.edu.hk/publect/lecture4/trefoil.html

Az alabbi bal oldali képen (7.a. abra) lathat6 csomét trividlis csomonak is nevezik. Természetesen trividlis
csomo minden olyan csomo is, amely a trividlis csomdval azonos. Az aldbbi jobb oldali képen (7.b. &bra) lathato
csom@ is trivialis. Ez gondolom az olvasé szamara messzemenden nem trivialis.

A\

trivialis csomé trivialis csomé6?
trivial knot
7.a. dbra 7.b. dbra

A http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scharein/knot-theory/knot-theory.html oldalon talalhato
mpeg animécion nyomon kovetheté a ,,kicsomozas” folyamata. A kdzvetlen link az mpeg filera:
http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scharein/knot-theory/monster-movie.mpg

2. feladat: Mutassuk meg, hogy a 8. abran lathaté csomo
trivialis.

Ajanlé

Robert Glenn Scharein:
http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scharein/se/movie.html

Thomas K.K. Au: ,, Tie me up, tie me down (the legend of knots)” cimii el6adésa a

Honkongi Kinai Egyetem matematika tanszékének honlapjan:
http://www.math.cuhk.edu.hk/publect/lecture4/unknot.html

Simon Willerton: A topological tie-in, Nature 368 103-104, 10 March 1994, forras: Tie me up, tie me down

http://www.sheffield.ac.uk/simonwillerton/nature/nat.html 8. abra
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2.2.1. lanc http://seemanlab4.chem.nyu.edu/borro.html DNS szal

9. dbra 10. &bra 11. dbra

Tobb csomé egymasba tételével lancokat kaphatunk, ezekre lathatunk példat a 9. és 10. &bran. A 10. &bra a
Borromean-lancot dbrazolja, aminek az a kiildnleges tulajdonsaga, hogy barmely csomojét elvagva szétszedhetd.

Borromean rings homepage: http://www.liv.ac.uk/~spmr02/rings/
A Minneapolisi Geometria Centrum ,,Knot not” cimii animéacios filmjének képei, melybél a Borromean gyiiriik
komplementerének vilagaba, egy érdekes haromdimenzios sokasagba is bepillanthatunk, amely a kockabol a lapok
pontjainak furfangos 6sszeragasztasaval is megkaphato: :

http://www.geom.uiuc.edu/graphics/pix/VVideo Productions/Not Knot/

Nézziink néhéany példat a csomoéelmélet alkalmazésara!

Bioldgia:

A DNS lancok elrendezédésénél a kutatok tobbszor taldlkoznak csoméelméleti problémakkal, bér itt a
fizikai tulajdonsagok &ltalaban fontosabb szerepet jatszanak, mint példaul a gének sorrendje, vagy a DNS lanc
hossza.

DeWitt Sumners: Lifting the Curtain: Using Topology to Probe the Hidden Action of Enzymes (Notices of the
AMS, May 1995, volume 42, number 5., 528-537) http://www.math.uic.edu/~kauffman/sumners.pdf
vagy http://www.ams.org/notices/199505/sumners.pdf

szez

http://www.beloit.edu/~biology/Srebrenka/Knots.html

S BHTEEB RSO Fizika:
S oS A fizika nem csak alkalmazasi teriilet, hanem a csoméelmélet
B0 F G S S D@ ks o ot A X Stzn Low
5 ' % e 5 r Vi ] ult, nogy a vilagegy z
8w ® @ @.@ _':-'E o éter, egy kilodnleges anyag tolti ki, amelynek csomdzddasai az
DGR atomok. Tait 1867 koril foglalkozott elséként ennek kapcsan
PR S g e t)elf_att@gacs?mékkal,m?gp,rlc’),béltafilsg/rolnil6kett, ezértgt”
v ; ekintjlik az els6 ,,csoméelmélész”-nek. Végll az atommode
@ ; @D S ! G csak 20 évig tartotta magat, mert Bohr elmélete megalapozot-
@)_i&_%&ﬁ & W & I Ep tabbnak bizonyult.
OO S RRD e
. . o, ' Matematika:
* b -
; E g g E— ; @ g g Er A 4 dimenzios felliletek leirasanal alkalmazhatunk csomokat.
S asaaws
Periddusos rendszer csomokkal, Tait szerint
12. 4dbra
Eric Weissstein lexikona Lord Kelvinrél: a http://scienceworld.wolfram.com/biography/Kelvin.html
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Louis H. Kauffman: Csomad és fizika konyve http://www.worldscibooks.com/mathematics/4256.html

Samuel J. Lomonaco, Jr. ,,Csomdk és a klasszikus elektrodinamika” el6addsanak kivetitett képei,
http://www.cs.umbc.edu/~lomonaco/thomson/Slides.html

Vaughan F. R. Jones: Knot Theory and Statistical Mechanics (Scientific American, November, 1990)

Géspar Merse Eléd ,,Csomok matematikus és fizikus szemmel” cimii el6adasinak PowerPoint prezentécidja:
http://takacs.web.elte.hu/merse_csomoelmelet.ppt

Most pedig lassuk egy példan, mit is értiink topologikus tulajdonsag alatt! Ehhez egy Kis kitérét tesziink,
elkalandozunk a feliiletek vilagaba.

2. Feluletek es topologikus tulajdonsagaik

13.a. dbra 13.b. dbra

A fenti két képen egy gombfelllet (13.a. abra) és egy toruszfelilet (donut) (13.b. &bra) lathato.
Szemléletesen is vilagos, hogy ez a két fellilet topologiailag kiilonb6z6, a gdmbbe ,,szakitas” nélkiil, azaz folytonos
atalakitassal nem tudunk lyukat farni. Alabb egy masik modszert mutatunk, amely megkilonbozteti a két felletet.

3. feladat

Képzeljuk el, hogy Foldiink teljes felllletét, vagy egy tetszéleges golydbis teljes
feluletét felosztjuk orszagok kdzott. Jeldlje az orszagok szamat .

Az orszagokat hatarvonalak valasztjak el egymastol, a hatarvonalakon eléfordulnak
olyan pontok, ahol t6bb orszag talalkozik, itt tobb vonal is dsszefut. Jeldlje az ilyen
csomadpontok szamat v.

Végul a hatarvonal-darabok szamat jel6lje e. Egy hatarvonal-darab a hatar két csomo-
pont kdzotti része.

Bizonyitsuk be, hogy a gdmbfellletet barmiképp is osztottuk fel orszagokra, az I, v, e
szamokra mindig teljesil az alabbi sszefliggés:

l-e+v=2.

Megjegyzések

1. Ha pl. a gdmbd&t, mintegy narancsot felszeleteljik | szeletre, akkor | ,,orszadg” (ennyi darab narancshéj)

keletkezik, de minddssze csak v=2 csomopont jon létre, kozottik pedig | hatarvonal fut. Ebben a példaban tehat
l—e+v=I-1+2=2

2. A valdsagban az orszagokban lehetnek lyukak. Olaszorszég pld lyukas, kérbeveszi a Vatikant, amely egy masik

orszag. Ebben a feladatban nem engediink meg lyukas orszagokat.

3. A valdsagban az is lehetséges, hogy egy orszag tobb kiilénallo részbdl all. Oroszorszag Kalinyingradi teriilete

pl. nincs 6sszekdttetésben az anyaorszaggal, mas orszagok valasztjak el téle. Itt ezt sem engedjiik meg, a feladatban

hallgatélagosan feltessziik, hogy minden orszag ésszefliggé.
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4. Foldinkon vannak olyan teriiletek, amelyek egy orszaghoz sem tartoznak. A matematikai probléméban a
golydbis minden pontja ki van osztva az orszagok kozott, csak a hatarvonalak statusa vitathato.

5. Ha egy konvex poliédert egy belsé pontjabél kivetitiink egy — a vetitési pont kéré irt — gémbre, akkor a gdmbdn
természetes modon adddik a feladatnak megfelel6 felosztas: a poliéder lapjaibél lesznek az orszagok, a cstcsokbol
a csomopontok, az élekbdl a hatarvonal-darabok. igy a feladat allitasa azt is jelenti, hogy barmely konvex
poliéderben a lapok (1), az élek (e) és a cstcsok (v) szdma kozott fenndll az | — e + v = 2 dsszefiiggés (Euler tétele).
PI. a kockanak 6 lapja, 12 €le és 8 cstcsa van, melyekre 6 —12 + 8 = 2,

Bizonyitas: (csak vazlatosan!)?

Képzeljuk el, hogy a golydbis teljes felliletén viz van, amely azonban nem 6sszefliggd, a hatarok helyén
gét van. Az orszagok tehat kiilonall tavak. Epitsiink a csomdpontokba értornyokat! Tehat v az értornyok, e az
értornyok kozti gatszakaszok, | a tavak szdma! Minden értoronyba Ultessiink egy-egy gatort!

Most vegylk sorra a gatakat, és ha olyan gattal talalkozunk, ami két még nem egybefliggé tavat vélaszt
el egymastdl, akkor azt felrobbantjuk. Igy a gatszakaszok szama és a tavak szama is eggyel csokken, azaz a fenti
0sszegben I-e nem valtozik. Az eljarasunk végén egy olyan gémbot kapunk, amelyen van egy nagy t6, ami mindent
beborit, és néhany gat.

Ezek utan a gatérok kozdl kijelolink egy fogatért. A fégator futtyszavara az 0sszes tobbi elindul felé
(6.abra), és amint az els6 gat feléhez ér, felrobbantja magét. A robbanas akkora, hogy az a gat, amin all, megsztinik.
Igy a gatérok szamanak és a gatak szamanak killonbsége, azaz v-e nem valtozik. Igy végiil megmarad a fé gator,
és a hatalmas, mindent beborit6 6cean, azaz v=1, I=1 és most méar e=0, azaz v-e+|=2 teljesiil. Az eljaras sordn nem
valtozott a bizonyitand6 egyenléség bal oldalan taldlhaté kifejezés értéke, tehat az egyenléseg eredetileg is igaz
volt.

14.a. dbra 14.b. &bra

4. (Hazi) feladat: A bizonyitasban felhasznaltuk az alabbiakat:
a) minden 6r el tud indulni a fégator felé, és utvonal egyértelmi;
b) a fégator flttyszavat kdvetéen minden gatra egy és csakis egy gator kerdl.

Miért teljesil ez a két feltétel?

5. (Hazi) feladat: Rajzoljuk most terképiinket egy gumibelsére (toruszra)! Mutassuk
meg, hogy ebben az esetben | —e + v =0!

1 Részletesebben lasd pl. Hajés Gyorgy: Bevezetés a geometridba (Tankonyvkiadd, Budapest) 26.2 Tétel.
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forras: http://www.erights.org/smart-contracts/donut-lab/
15. abra

Ajanlo

Lakatos Imre: Bizonyitasok és cafolatok (Euler tételének fejlédéstorténete parbeszédekben)
http://www.typotex.hu/book/m_0010.htm

David Eppstein: 19 bizonyitas Euler tételére, The Geometry Junkyard,
http://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/euler/

Euler karakterisztika a Mathworld enciklopédiaban: http://mathworld.wolfram.com/EulerCharacteristic.html

Euler tételének geometriai bizonyitasa, Mathematics Theacher folydirat,
http://matek.fazekas.hu/portal/kutatomunkak/euler/euler2m.html

Suranyi LészI6: Vélogatas a Fazekas taborok feladataibol (1987-2003), 2.feladat
http://matek.fazekas.hu/portal/feladatbank/egyeb/Haziversenyek/Faztabor/altalanos/valogatas_suranyi_2000.html#val2000sur02fel

A Suranyi féle feladathoz és ehhez a cikkhez is kétédik Louis H. Kauffman jegyzete:
http://www.math.uic.edu/~kauffman/SevenColors.pdf

3. A csomok vizsgalatanak eszkozei

A csomobkat a térben kezelni nagyon bonyolult lenne, ezért inkdbb a csomok sikbeli vetileteit fogjuk
vizsgélni. Ehhez (gy vetitjik a csomoét, hogy az eredeti alakzatnak legfeljebb két pontja keriiljon a vetiileten
ugyanabba a pontba. (Azaz ne legyen olyan, hogy a vetiileten 3 madzagdarab megy at egy ponton.)

A vetliletekkel azonban felvetiink egy mésik problémat: egy csomonak nagyon sokféle vetiilete lehet.
Példaul a trivialis csomat egy kicsit megcsavarva és a megfeleld sz0ghél vetitve a 7. abran lathato vetlletet kapjuk.

16.a. 16.b

Ebbdl adddik a csomoelmélet egyik alapproblémaja:

1. kérdés: ha adott kér csomo vettilete, hogyan donthet6 el, hogy a két csomé azonos-
e?

Erre vonatkozik az aldbbi alapveté tétel:

Reidemeister tétele (1927): Két csom6 akkor és csakis akkor azonos, ha vetileteik a 17. abran lathatd
R1, R2, R3 atalakitasokkal egymésba vihetok.
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R1

Az R3 lépésnél a bal oldali csomdban az alsd vizszintes részt egyszeriien kissé feljebb toltuk.

Ajanlo:
A skdciai St. Andrews egyetem matematikai enciklopédiaja Kurt Werner Friedrich Reidemeisterrél:
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Reidemeister.html
A Freelearning.com csomdelméleti oktatasi anyagai: http://www.freelearning.com/knots/intro.htm

Reidemeister tétele azonban nem ad algoritmust annak elddntésére, hogy két vetiilet egyazon csoméhoz
tartozik-e vagy nem. Eléfordul pl., hogy két vetlilet azonos csomdhoz tartozik, de ennek igazolasahoz el6szor
mindkettében fel kell ndvelni a csomoépontok szamat az R1, R2 1épések balrdl jobbra vald alkalmazéasaval és csak
azutan adédik az azonossag.

Fogalmazzuk meg a csomdelmélet két f6 céljat!

1. cél: Talaljunk olyan szdmot, esetleg polinomot, amely a csomd vetiletéb6l kdnnyen
meghatarozhatd és val6jaban a csomoéhoz tartozik, nem valamely konkrét vetiiletéhez,
tehat a csomd minden vetiletére azonos értéket (polinomot) ad. Az ilyen mennyiség,
csomo-invarians, akkor hasznos, ha réla a csomoé szamos tulajdonsaga is leolvashato.

A csomo-vetiiletekhez rendelt mennyiséget, polinomot, tulajdonsagot csomd-invariansnak nevezziik, ha
valamely csomd minden egyes vetiiletére ugyanazt a mennyiséget, polinomot vagy tulajdonsagot adja.

Ha igazolni akarjuk, hogy a csomdvetiletekhez rendelt mennyiség csomo-invarians-e, akkor elegendé
igazolnunk, hogy értéke az R1, R2, R3 atalakitasoknal nem valtozik (invarians).

2. cél: Soroljuk fel az 6sszes csomot, pl. készitsiink tablazatot, amelyben minden
csomo pontosan egyszer szerepel!

Az is megfelels lenne, ha taldlndnk egy vagy néhany olyan csomo-invarianst, amely, illetve amelyek
egyutt megkulénbdztetnék a csomdkat. Tehat szerencsés lenne, ha a csomokhoz hozzarendelheté lenne
csomd-invariansok egy halmaza gy, hogy két csomé pontosan akkor azonos, ha invarians-halmazuk
azonos.
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A tovéabbiakban inkébb az 1. céllal foglalkozunk.
Legyen K egy csomd! (A K betiit az angol csomo sz6, a ’knot’ kezdébetiije miatt hasznaljuk.)

A K csomo keresztezédési szama (crossing number) legyen a K vetileteiben el6forduld keresztezédések
szamanak minimuma! Jel6ljuk ezt a mennyiséget c(K)-val!

Példaul a 18. abran jeldltik a hdromlevelii csomé egy vetliletén a keresztezédéseket, ezen a vetiileten 3
keresztez6dés volt. Az Osszes vetllletet megvizsgalva a legkisebb szam
megadja a haromlevelii csomo keresztezédési szamat.
Hasonléan szamot rendelhetink a csoméhoz, ha kiszamoljuk a
kicsomdzasi szamat.
Itt a 19. dbran lathatd cserék szamanak minimumat keressiik. A 19-es
csere soran egy keresztez6désnél kicseréljik az alsé és a felsé fonalat, gy,
hogy a felsét elvagjuk, és a masik alatt ragasztjuk dssze. Ezt addig ismételjiik,
amig a trivialis csomohoz jutunk.

A haromlevelti csom6

/N
/ \

A K csomd kicsomozasi 19. 4bra szama (Unknotting number) a csomo
vetlleteiben el6forduld legkisebb 19-es cserék szama, ami a trivialis csomo6hoz vezet. Jel6ljik ezt a
mennyiséget u(K)-val!

Ezekkel a mennyiségekkel az a baj, hogy nem konnyt kiszdmolni 6ket, gyakran csak becslésekig jutunk.

Példaul a hdromlevelii csomd egyik keresztez6désén elvégezve a 19-es cserét rogton a trivialis csoméhoz
jutunk, ahogy az a 20. &bran lathat6. A haromlevelii csom6 kicsomdzasi szama tehéat legfeljebb 1. Ahhoz, hogy
megmutassuk, ez a kicsomozasi szdm éppen 1, még be kell latnunk, hogy nem 0. Mivel tudjuk, hogy pontosan
egy trivialis csomé létezik, és azt is tudjuk, hogy ha egy csomé kicsomdzasi szdma 0, akkor az a trivialis csomo
(definicid szerint), ezért elegend belatnunk, hogy a haromleveli csomé nem a trivialis csoma.

20. abra

Hasonléan nem lehet csupan szamolassal meghatarozni a haromlevelii csomd keresztez6dési szamat.
El3szor bizonyitani kell egy-két dolgot.

6. feladat: Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan csomo, amelynek kicsomézasi
szama 1!

Bizonyitas:

Nézzilk meg, hogy a keresztez6désnél 1évé végeket hogyan lehet 6sszekotni, azaz hogy milyen alakokat 6lthet az
adott csomd minimalis szamU keresztezédéssel rendelkezé vetillete! Nézziik, hogy a jobb fels széarat mivel
kothetjuk dssze! A 21.a. dbrén a bal also szarral kotottlik ossze, ekkor a masik két szarat dsszekdtve biztosan
kapunk még egy keresztezédést, tehat c(K) itt legaldbb kettd lesz. Ha a bal felsé szarral kétjlik dssze (21.b. dbra),
akkor a masik két szabad szarat dsszekotve a trividlis csomot kapjuk, és szintén a trividlis csomét kapjuk, ha a
jobb alsd szérral kotjuk 6ssze (21.c. dbra). Ezzel az &llitast belattuk, hiszen a trividlis csomd keresztez6dési szama
0.
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21.a. dbra 21.b. &bra 21.c. dbra

7. (Hazi) feladat
Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan csomo, amelynek kicsomdzasi szama 2!

Most definialunk egy tulajdonsagot, aminek segitségével belatjuk, hogy a 3-levelii csom6 nem a trivialis
csomo.

Egy K csomd 3-szinezheté, ha D a K vetiilete, és D ivei megszinezheték 3 szinnel Ggy, hogy az alabbi
két tulajdonsag teljestil:

1. D nem egyszint;

2. Minden keresztez6désnél pontosan 1 vagy pontosan 3 szin szerepel

22. abra

A haromlevelii csomé egyik vetillete 3-szinezhetd, amint ez a 22. abréan lathat6. A definicidval az a baj,
hogy a K csomé egyik vetilletével kapcsolatban mond tulajdonsagot, nem K-val, tehat egyel6re gy tiinik, hogy a
3-szinezhetdség a D vetiilet tulajdonsaga, nem a K csomdé. Ezt a problémat oldja fel az alabbi tétel.

‘ Tétel: Ha valamely csomé egyik vetiilete 3-szinezhet6, akkor az 6sszes vetiilete 3-szinezhetd.

A tétel igazolasa utan joggal mondhatjuk, hogy a 3-szinezhetéség a csomo tulajdonséaga. A 3-
szinezhet6ség tehat csomo-invarians.

Bizonyitas:

Végezzilk el a 3-szinezhet6 csomon el6forduld lehetséges keresztezédéseken az R1, R2, R3 atalakitasokat!

Az R1-es atalakités esetében a keresztezédésnél legfeljebb két szin lehet, mert csak két iv taldlkozik (Ld. 17. &bra),
de a csom@ 3-szinehetd, tehat csak 1 szin van a keresztezédésnél. Az atalakitast elvégezve a csomé 3-szinezheté
marad, hiszen az eredeti szinezés megfelel6 lesz.

Az R2-es atalakitas el6tt a két madzagdarab vagy azonos, vagy kullonbdzé szini. (23. dbra) Az atalakitas utan a 3-
szinezhet6ség megmarad.

Az R3 atalakitasnal ehhez hasonldéan elvégezhetjik a vizsgalatokat.
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Mivel a trivialis csomé nem 3-szinezhet6 (az ismert vetiilet mindig egyszinti), ezért a trivialis csomé nem
azonos a haromlevelii csoméval. Ezzel azt is belattuk, hogy a haromlevelii csomé kicsomozési szama 1,
keresztezddési szama pedig 3.

Ezzel a tulajdonséggal azonban csak kevés esetben tudunk csomékat megkiilonbdztetni egymastol. Példaul
a haromlevelii csomonak két alakja van: a jobb- és balkezes, egyik a masiknak tukorképe (24. &bra). Az
nyilvanvald, hogy 3-szinezheté csomo tiikdrképe is 3-szinezheté. Azonban a csomdk tikdrképei nem feltétlenil
azonosak, pl. a két 3-levelii csomd is killonbdz6. Ezt csak késébb mutatjuk meg.

)

jobbkezes haromlevelii csomo balkezes haromlevelti csomé
24.a. dbra 24.b. dbra

23. dbra

Persze létezik olyan csomd, aminél a tiikérkép megegyezik az eredeti csoméval.

8. (Hazi) feladat
Mutassuk meg, hogy a 25. abran lathatd csoma azonos a tiikorképével!

25. abra

JO lenne tehat olyan fogalmat definidlni, ami pontosabban leirja a csomdkat. Egy megfeleld, ,,finom”
invarians a Jones polinom, ami a nevébél kévetkezéen egy polinommal irja le a csomokat, illetve azok vetiileteit.
Alabb elészor a D csomdvetiilethez, diagrammhoz rendelt <D> Jones polinomot értelmezzilk, majd megmutatjuk,
hogy ez majdnem csomé-invarians, végil moédositjuk, hogy valddi csomé-invarianst, a Vp polinomot kapjuk. D és
Vo értelmezéséhez kiléplink a csomdk vilagahol és lancokra is értelmezziik e fogalmakat.

A <D> polinomot aldbb egy olyan szabalyrendszerrel értelmezzik, amely ,a keresztezédések
eltiintetésével” lehetévé teszi a kiszamoléasat (O a trivialis vetiiletii csom6t, DEO a D és O vetiiletek diszjunkt,
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hatvanyai mellett ugyanis A hatvanyai is szerepelnek benne.

<D> legyen a csom6 D diagramjanak Jones polinomja, ha teljestl ra az aldbbi harom tulajdonsag:
1.<0>=1

2. <DEO> = (-A?-A?) x <D>

3. <d26> = A<d27> + A'l<d28>, d26, d27 és d28 a 26., 27. és 28. abran lathatd

XX

26. abra 27. dbra 28. dbra

8. feladat
Bizonyitsuk be, hogy a Jones polinom R2-re és R3-ra (17. abra ill. alabb) invarians!

<<—» < // \\<—>_\\ / :

Bizonyitas (R2-re):
<d29> = A<d30> + Al<d31> = A<d32> + Al<d33> = A(A<d34> + Al<d35>) + Al (A<d36> + A'l<d37>) =
A?<d27> + (-A%-A?)<d27> + <d28> + A?<d27> = <d28> (di = i. &bra alabb)

29. dbra 30. 4bra 31. 4bra 32. 4bra
33. 4bra 34. dbra 35. 4bra 36. abra
37. dbra
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38. dbra 39. dbra 40. &bra 41. &bra

A probléma az, hogy R1-re nem invarians:
<d38> = A<d39> + Al<d40> = A<d41> + AL(-A2-A?)<d41> = -A3<d41> (itt is di = i. 4bra)
Vagyis Uj mennyiséget kell definidlni, amire mar tényleg teljesill, hogy R1, R2 és R3 atalakitasokra invarians.

2.tétel
Jones tétel: Vi = -A3"DO<D> mar valdban invarians lesz R1, R2 és R3-ra, ahol w(D) a D-ben talalhat6
0sszes keresztezddés 0sszeadasa a kdvetkezé modon: a 42.a. abran 1évd keresztezddés értéke -1, a 42.b.

\YaRV4
\ /

42.a. dbra  42.b. dbra

H jeldlje a haromlevelii csomét, HJ a jobbkezes, HB a balkezes csomét. Kiszamolhat6, hogy a Vi mar
megkulénbdzteti a bal és a jobbkezes haromlevelii csomat:
VHJ = A—12 + A—4 _ A—16 Vyg = A12 + A4 _ Ale_

Vaughan F. R. Jones honlapja: http://math.berkeley.edu/~vfr/
Vaughan F. R. Jones cikke a Jones polinomrol kutatdknak (nem a felfedezést rogzit6 cikk):
http://math.berkeley.edu/~vfr/jones.pdf

Most is felmerilnek kérdések:

- létezik-e 2 kiil6nb6z6 K1, K2 csom6, amiknek a Jones polinomjuk megegyezik? Erre a kérdésre a valasz
sajnos igen, igy lathat6, hogy a polinom nem tokeéletes.

- létezik-e olyan K csom6, ami nem a trivialis csomo, de a Jones polinomja trividlis, azaz Vk = 1 (=Vo)? Ez
a kérdés még nyitott, mivel még senki sem talalt ilyen csomét, de azt se bizonyitottak be, hogy nem létezik ilyen
csomo. A legfeljebb 17 keresztezédési szamua csomak kozil azonban biztos, hogy csak a trivialis csomd Jones
polinomja 1. Ez 1997-bél szarmazo eredmény?.

Vezessiink be egy Uj valtozét, aminek segitségével egyszeriibben leirhatobb a szdmolas:

‘ Bk = (legmagasabb kitevé-legkisebb kitevé Vk-ban)/4

‘ 3.tétel Ha a D vetilletben n duplapont van, akkor Bk £ n

Ezt a tételt egyébként a kdzelmaltban (1992-ben) sikerilt bizonyitani.

4. tétel Ha a D vetiilet alternalé — tehat barmelyik szalon az azt keresztezé ivek felvaltva alul és felil
jonnek (43. dbra) — és nem egyszertsithetd, akkor Bk =n

2 Lasd http://math.ucr.edu/~kasten/abs _does.html
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Ezek a tételek hasznosak, hiszen példaul a 44. abrén lathaté alternélé vetiletnél kiszdmolhat6 c(Ky)

Klovanov 2004-ben egy Ujitast vezetett be:
V minden a; egyutthatoja helyett szamok egy (bii, biz,... bik) sorozatat rendelte a csomohoz. Ezekbél az
alabbi tiblazatba rendezett formabdl az a; egyitthatok is megkaphatok.
P11 bar bsr... b
D21 b2z b3z ... br2

Dk box_ bak ... bnk
ai az as... adn
Az el6allité formulaa bis - biz + bis - ... = a; alternal6 6sszeg. A bij szdmok, tehat a fenti szdmtablazat elemei
mar jobban megkilonbodztetik a csomokat. Segitségiikkel 2005-ben Rasmussen igazolta, hogy u(Kn) = n, addig
csak annyit tudtak, hogy u(Ky) 3 n.

Igy egyszertisodik a szamitas példaul a bogozasi relacional:
ARV - AV = (A2 — A%V ahol Vi+ a 42.a..4brédn, V- a 42.b. abran és Vo a 27. dbran lathatd.

Colin Adams altal 2002-ben ajanlott megoldatlan problémak a csomdelméletben:
http://www.williams.edu/Mathematics/cadams/knotproblems.html

Louis H. Kauffman ,,Knots and Applications” egyetemi 6rajahoz tartozé segédanyagok:
http://www.math.uic.edu/~kauffman/569.html

Louis H. Kauffman weboldaldn mas fontos linkek is talalhatok a témaban: http://www.math.uic.edu/~kauffman/

Csomoelmélet a Mathworld enciklopédiaban: http://mathworld.wolfram.com/Knot.html

Rimanyi Richéard: A csomék elmélete , Termeészet Vil&ga, 1998. I11. kilénszdm, Matematika kiilonszam

David Eppstein: The Geometry Junkyard, Csomoék: http://www.ics.uci.edu/~eppstein/junkyard/knot.html

The KnotPlot Site: http://www.cs.ubc.ca/nest/imager/contributions/scharein/KnotPlot.html

A Wales Egyetem (Bangor) Informatikai Intézetének ,,Matematika és csomok” kiallitasa:
http://www.popmath.org.uk/exhib/knotexhib.html
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