Pogats Ferenc: Sormintak, frizek

SORMINTAK, frizek

K észllt a K 6zoktatasi M oder nizacios K 6zalapitvany tamogatasaval

Kordbbi cikkiinkben (Rozsaablakok éstérsaik [2]) az eltolés nélkili diszkrét egybevagosagi
transzforméciok csoportjaival taldkozhattunk.

E cikklinkben az egyetlen €eltolast tartalmazo diszkrét egybevagosagokkal, ezek
csoportjaival, afrizcsoportokkal foglalkozunk. Ennek sorén belétjuk, hogy
pontosan hétféleképpen lehet olyan (végtelen) sormintakat, azaz frizeket alkotni,
amelyek egy motivum (végtelen sok) ismétlésével dlnak elé.

A szakirodalomban e hét frizcsoport jel 6l ésére egy négy karakterbsl al6 beti-,
illetve szamsorozat szolgal, amelyben az elsé helyen mindiga p al. A mésodik
jegy m vagy 1 aszerint, hogy a csoportban van —e T eltolsra meréleges tengelyii
tukrozés, vagy sem. A harmadik karakter is ugyanigy m vagy 1, avagy a annak

megfelel6en, hogy a csoport tartalmazza a T eltolssal parhuzamos tengelyre
tukrozést, vagy sem, illetve cstszéstikrozést. ( A beti-, illetve szamsor els6 betiije a
p az angol pattern am.:minta, mintédzat szobdl ered.)

Az egyetlen T dltolas generdlta, azaz az eltol & egészszamu tobbszoroseibsl
szarmazl

p111 jeli csoport elemeit a {'F}
tartalmazza, ahol i1 Z ésT' aT -nek i-szeresét jeldli.

A csoport egy reprezentansa az egyetlen L-bol eltoléssal nyert
..LLL...

sorozat.

1. Tétel: Haegy frizcsoport tartalmaz pont kordli (valodi) forgatast, akkor az
csak a centralis tikrozeés (félfordulat) Iehet.

Bizonyitas: Az O pont kériili j (* 2pn,n1 N)-szogii elforgatés a
ponthalmazt énmagaba viszi, tehat a T etolés) -szogi T elforgatottja az
O pont korul elforgatottat (vagyis az eredeti al akzatot) Gnmagéba viszi.
Mivel afrizcsoportba csak egyetlen eltolas |ehetséges, igy a T csakaT -vel
ellentett -T etolaslehet, azaz | =p .
Allitasunkat masképpen isigazolhatjuk: Haa T eltolas mellett az F(O;j )
O pont kordli, ) -szogii forgatas is eleme a frizcsoportnak, Ugy a

T 'FTF iseemeacsoportnak.
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Ez az elem-eltolas, mert j +(- j ) =0, amint azt a Sik egybevagésagai ésa
tengelyes tikrozések [1.] cimii cikk 10. tételébdl tudjuk.

Vizsgdjuk meg, hogy afenti csoportelem mibe viszi az O (forgaskozép)
pontot.

Mivd F(0)=0, TF (0)=0¢ (1L &a), FTF(0))=F*0d=0" &
?-1(0*):02. Az OO, eltolas afrizcsoport egyetlen eltolasakell legyen,

ezért
00, ||O0¢, vagyisj =0 vagy | =p.
0,
0<5 o
f p
O
1l.4bra

2. Téd: A T dtolasforgascentrumot forgascentrumbavisz. Ugyanisa T

eltolas alakzatunkat 6Gnmagdéba viszi és az alakzat szimmetriakdzepét az
eltolt alakzat szimmetriakOzepébe, vagyis az eredeti alakzat
szimmetriakOzepébe viszi.

3. Téd: A féfordulatok kézepe csak a T X adta Oy, vagy az ezek szakaszait
felez6 pont lehet.

Bizonyités: HaaT az O szimmetriacentrumot O; —be, T¥ az O-t Oy-ba
(k1 Z) viszi, Ggy ezek mindegyike szimmetriacentrum. Az ezeket
énmagukba vivé félfordulatok kézepe azonban csak egy (O;0, ) szakasz

felezépontjalehet, ami vagy egy O; centrum, vagy egy O;O;+1 szakasz
felez6 pontja, a K; (2. abra).
1 f

2.4bra
Az aapeltolason kiviil acsak félfordulatot (k6zéppontos tikrdzést)
tartalmazo
p112 jeli frizcsoport elemeit a { T;0T }
szolgéltatja, ahol O az O kozepi féifordulat. (Az [1.] 7., 8. és10.
TETELébS| kovetkezik, hogy afelsorolt elemek (egybevéagdsagok) szorzata
is eltolés, vagy pontratiikrozeés.)
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A csoportot jol képviseli az egyetlen N-bol képzett (két félfordulatal
generdhatd) sorozat:

.N' N N...

4. Tétel: Haafrizcsoportban tengelyestukrozeslsvan (az egyetlen T

aapeltoldson kivl), akkor az csak a T -re meréleges vagy a T -vel
parhuzamos tengel yre tlikrozés lehet.

Bizonyitas: Az eltolas, illetve atengelyszimmetriamiatt, a T alapeltolas
tengelyes tikorképe a T is olyan eltolas, amely a ponthalmazt énmagaba
viszi. Am frizcsoportunkban csak a T alapeltolés (illetve egész tobbszordse)
létezik, igy T " egyallast kel legyena T -vel, ami akkor és csak akkor
teljesiil, haatengely merélegesa T -re, vagy parhuzamosa T -vel.
A két tengel ynek pontosan egyikét tartalmazo frizcsoportok a
plml, a plal, illetveapmll
jeliek, amelyeket a
...DDD...,a ...bpbpbp..., illetveaz ...AAA...

betiisorozatok képviselik. Halmazelemeiket pedig rendre egy eltolas, egy
(vizszintesre) tikrozeés; egy csuszastikrozes, aminek kétszeri egymast
kovet6 akamazasa adja az aapeltolast, illetve két (fliggélegesre) tikrozés
generdja.
A két szomszédos fliggsleges (T -re merdleges) tengelyre tikrozés szorzata
csakisa T lehet afrizcsoportbeliség ésa[1.] 3. TETELe miatt, igy ezek
egymastol a T hosszénak a felére vannak.

t b

a\ﬁ/m/ﬂ\
VRV

3.4bra

Ha a frizcsoportban mindkét tikrézés jelen van, Ugy a pmm2 harom
tikrozéssdl, illetve apma2 jelti egy tikrozéssel és egy fél fordulattal (3.
abra) generdlt, a

...HHH... illetvea ...VL V...
jelcsoport képviselte frizek adddnak. (Az utébbiban az eltolast a két
szomszédos centrumra tiikrozés szorzata adja, mig eme eltolas felének és a
vele parhuzamos tengelyre tikrozésnek az egymasutanja egy
cslszastikrozést. Ugyanitt a két egyméasra meréleges a,b tengelyre
tikrozés szorzata adja a félfordul atot.
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A mar tobbszor idézett [1.] tételeiboél azonnal kovetkezik, hogy afelsorolt
struktarék (plmi, plal, pmll, pmm2, pma2) valéban csoportok, mivel az
6ket generd 6 transzformaci ok szorzata nem vezet ki a halmazbal.

Az isnyilvanvad, hogy az egyetlen eltolast tartalmazo diszkrét
egybevégosagi csoportok barmelyike az el6bb nyert hét friz egyikével
azonos, hiszen az egyetlen eltolds, acsak erre merélegesilletve ezzel
parhuzamos tengel yre tiikrozés illetve a kozéppontos tikrozések ( mint az
egyetlen, pont korlli elforgatas) vagyis az egyenest 6nmagaba vivo
(diszkrét) egybevagbsagai méasként nem allnak €l6.

Pogats Ferenc
[1.] Pogéts Ferenc: A sik egybevagdsagai és atengelyes tikrozések.
http://matek.fazekas.hu/

[2.] Pogéts Ferenc: Rozsaablakok és tarsaik.
http://matek.fazekas.hu/
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