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Szamitogép a matematikadran kozépiskolaban
és egy Kicsit azon tul



Hrask6 Andras: Egy sziv titkal

Bevezet és
Az itt kozolt tanitasi anyag harom f s részbdgl all

I. Hat feladat, anelyek negol dasdhoz a di &koknak széanitdégépre, el sésorban
geonetriai szerkeszt& illetve aninaci 6ra is al kal mas szoftverre van szik-
sége. A fel adatokat szoftverhasznal at szerint két nehézségi osztél yba so-
rol va ol vashatjuk. A feladatok utan azok részletesen leirt negol dasa
kovet keznek.

Il. A fel adat ok erednényei nek 0sszevet ése, matenati kai el enzése.

Az el sé két részbsl all 6 bl okkot vegyes (gyakorl é és tovabbvivé, prograno-
zasi és matemati kai) fel adatok és negol dasai k, tovabba kut at 6nunka javas-
| at ok zarj ak.

I1l. Ismerkedés Morley tétel ével. A szanitogép | ehet sséget nyljt a harom
szdg és a kardioid tul ajdonsagai nak a XX. szazad el étti idskben még rejtett
vil agéba, egy kil 6nl eges tétel fel fedezésének néhany pill anat dba.

Az anyag végén irodal onj egyzékkel és az Euklides és Cabri program eszkoz-
készl et ének &ttekint& tébl azatai val prdébal om segiteni az ol vasét.

A haromrész fel dol gozasara kb. 3-3-3 oréat javaslok, de a raforditott ids
nagyban fiigg a fel dol gozas nel ységét &l és a nebul 6k el 8zetes széanit astech-
ni kai és matemati kai isnereteit ¢l

Az oktatasi anyagban a kisérletezds fel adat ok negol dasat két geonetri ai
szoftverrel nutatombe, a Cabri I1. és az Euklides 2.4. verzi6javal. Azt
hi szem hasonl éan szinvonal as ternmék a ,Cinderella” és a ,The Geoneter’s
Sket chpad”, de ezek al aposabb negi snerésére nemjutott idsm

A Cabrit és az Euklidest gyakran hasznal om de nem vagyok bennik szakért &,
azt hiszem| ehet 8ségei k csak egy részét veszem i génybe. Nagyon szivesen

f ogadok tanacsot, javaslatot, akar ezekkel, akar a kisérleti anyag nmés
aspekt usai val kapcsol at ban.

Koészonet nyi | vanit as

A tanitasi anyag | étrehozdsat a Kozépi skol ai Mderni zaci 6s Al apitvany
(KOVA) tanmogatta XLVIII. pélyazatéaval (Mddszertani palyazat). Harom di &k, a
masf él éve végzett Sal at Maté, a nost nyol cadi kos Kall 6 Bernat és G 6sz
Dani el hasznos szakmai tanacsokat adtak a szoftverekkel kapcsol atban. |dén
végzett osztal yom (a ,bergengécok”) alfa csoportjéval gépternmeztink is és
Morley tétel éhez is eljutottunk, &k kérdései kkel, gondol at ai kkal szanos
ponton hozz4j arultak az anyag jel en verzi 6j 4hoz. Dobos Sandor a pal yazat
megirasa nmellett egy matemati kai észrevétel ével is segitséget nyuUjtott.
Végil feleségemtirelnére is nagy sziukség volt a dol gozat | étrejottéhez.

Budapest, 2004. novenber Hrasko Andras
hraskoa@ azekas. hu
1141, Bp., Tornéc u. 17
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|. Bevezetd fel adatok (gépterem

Az al abbi fel adat okat kul 6n-kil 6n adj uk a gyer ekeknek, m ndegyi knek (vagy 2
f 86s csapat ai knak) el 8sz6r csak egyet, majd ha kész, val anel yi k mési kat .
Torekedj ink ré, hogy minél tobb feladatra szil essen negol das. Hasznosan

tel hetnek el az érak azonban akkor is, ha mnddéssze 2-3 fel adat negol dasa
si kerul, de a diakok kodzben tanuljédk a nmegfelel & szoftvert és sikerdl fel-
tarni a megol dott fel adatok kapcsol atat (| asd a kodvetkezd oOrak |eiraséat).

Kezdé szint

1.1. feladat

Adott egy kor (e) és rajta egy pont (A). Tiukrdzzik az adott (A)
pontot a kér (e) m nden érintgjére.

(Javasl at: Cabri, Euklides, Cinderella)

1.2. fel adat
Adott egy kor (e) és rajta egy pont (A). Rajzoljuk nmeg az
O0sszes ol yan koért, amel ynek kozéppontja az adott koérdn (e-n)
van és atnegy az adott ponton (A-n).
(Javasl at: Cabri, Euklides)

_ f 77—
1.3. fel adat

Raj zol juk nmeg adott kor (f) adott pontjabol (B) indul6

fénysugarak atjat a kérvonal on val 6 el s& vi sszaver 8dés ut an. B

M fénylik fel a sugarak révén??

(Javasl at: Cabri, Euklides, Cinderella)

O,

Hal ad6é szi nt

2.1. fel adat

Egy kor (k) al aku kerék csuszas nél kul gordil egy ugyanakkora
sugaru rogzitett kor (e) kordl. Rajzoljuk meg a npbzgd kor
ker il ete val anel y pontjanak pal yaj at.

(Javasl at: Cabri, Euklides)

P, 2.2. feladat
r sugaru fél kor al aka go6dorben | ecsuszi k egy 2r
P, hosszUségu palca (a palca al s6 végpontja a korén fut, kdzben
neki t &maszkodi k a fél kér A végpontjanak). Hol npzog a palca
fel s végpontja?
(Javasl at: Cabri, Euklides, Ci nderella)

2.3. feladat

Raj zol d meg a konpl ex egységkor képét a z ® 2z — z? transzforméci 6nal
(Javasl at: Mapl e, Mathenatica)

Y Ahol , sdrén vannak” a fénysugarak, az a rész felfénylik. Pld egy parabol a al aku
tikoérbe a tengel yiranybol jovs fénysugarak révén a fokuszpont fénylik fel. De ha a
sugar ak nem nennek at m nd ugyanazon a ponton, de van egy gorbe, anelyiket

m ndegyi k érint, akkor a gorbe nentén altal dban t6ébb sugar van, mnt tavol abb, igy
a gorbe vonala fel fénylik.
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Hrask6 Andras: Egy sziv titkal

Az 1.1.-1.3. feladatok negol dasai

1.2. fel adat

Adott egy kor (e) és rajta egy pont (A). Tikrdzzik az adott (A) pontot a
kor (e) mnden érintg¢jére.

Megol das Cabri val

1.1épés Az O A pontok felvétele. . Allo | . || All 4
2.1épés Az O kp-a, A-n atnens e kor @ Al

felvétele. A Crcle gonb utan il ¢

Ora, majd A-ra klikkel Unk.
3.1epés A T pont felvétele e-n. k Al T

4.1 épés Az OT egyenes felvétele (A
Li ne gonb | enyomasa utan O g
ra, T-re klikkel tnk)

5.1épés Az OT-re T-ben nersl eges t -—3\" All ¢
egyenes felvétele -
(A Perp. Line gonmb negnyoméasa

utan T, OI)
6.1 épés t szaggatott negjelenitése — ~
...... .
P T
— — 2
7.1épés Az OT egyenes elrejtése e gl P
(Hi de) =) 0 'A\\

8.1épés Az A pont tikrozése t-re: P. \ All p

Abr ank | ényegében kész, eljéatszatunk vel e ugyanugy, ahogy az 1.1. fel adat
nmegol dasaban a 15. a), b), c) |épéseknél irtuk. Lényegében ugyanazokhoz az
abr 4khoz j ut unk.

Megol das Eukl i desszel

1.1épés Az O és az A pont felvétele | ;
(El nevezés: ,Kijel ol és” l_ ks o l_ [y A

gonbot nyonj uk meg és dup- &
I an klikkel Giink az el nevezni
ki vant obj ektunra).

2.1épés Az O kp-U A-n atnens e kor &
felvétel e @ %

3.1épés A T pont felvétele (nem :
tudj uk a koron) l_ % T

4.1 épés Az OT egyenes felvétele X i

egyenes felvétele

5.1épés Az OT-re T-ben neréleges t >\/ [:3 ; T o
&

6.1 épés t egyenes szaggatottra
raj zol j uk .

7.1épés A tukrozése t-re: P. % P ;
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Az abra | ényegében kész, haronfél eképpen is ani mal hatj uk.

8. a) Az ,Ani maci 6" nmenlben (tehat nem az eszkoztarak kozott) az
| épés »Ani maci 6 beallitasai” |ehet 8séget val asztjuk, nmajd el s8bb T-re,
utdna az e korre klikkel Gnk.
P i
- L ’
—_ : .
; z L eT sesh P e
) ° o 0
8. b) Ugyanazt tesszik, nmint 7.a)-ban, de el 86z¢l eg az , Ani maci 6” nenuben
| épés bejel 6ljuk a ,Fazi sok egyidejd nutatéasa” opci 6t.
Gl RRl e la S°0 57
o o A AT o B 6 e
BT ’.;'-‘-'ur' AT
N AT WS
R R h s . B
8.¢) Esetl eg atszinezzik a P pontot. A ,Nyomvonal” gonbra
| épés klikkel ink, masjd sorban a T pontra, az e korre és a P ﬁ" E‘_:l
pontra.
"
-]
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1.3. fel adat

Adott egy kor (e) és rajta egy pont (A). Rajzoljuk neg az 6sszes ol yan
kort, anelynek kozéppontja az adott kordn (e-n) van és atnegy az adott

ponton (A-n).

Megol das Cabriva

1-3. L
| épés Mnt az 1.1. fel. negol ddsédban KT
4.1épés A T kp-G A-n atnené kr Al T
kér nmegraj zol asa (:2 c kT
A
5.1 épés A k; kér nyonat v . =
| &ttatjuk, mkozben T-t S
ani mal juk e-n. (A Trace
gonmb nmegnyomasa utan ki-
re, Az Animation gonb
nmegnyomasa ut an rendre e
T-re, e-re klikkel ink gy
I ”
) T
X =
\\
] e
LT
Megol das Eukl i desszel
1-3. Mnt az 1.2. fel. T
| épés nmegol dasaban
4.1 épés Fel vesszik a T kp- T
U kt kort A-n at. ﬁij % kT
5.1 épés Atszinezzik a ky .
kort a
6.1 épés Az , Ani maci 6"

menuben bej el 6l j Uk
a , Fazi sok

egyi dej 4 nut at 4sa”
opci ot

7.1 épés Elrejtjuk a T 9
(ki hagyhat 6) pontot, hogy szebb
| egyen az é&bra

8.1 épés Az , Ani méci ¢”
meniben az
» Ani maci 6
bedl | itdsa” pont ot
val asztj uk, és
Shiftet | enyonva
(hogy | at szadj ék
T) klikk: T, e.
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1.3. feladat
Raj zol j uk neg adott kor (f) adott pontjébdl (B) indul 6 fénysugarak Gtjat a
korvonal on val 6 el sé vi sszaversdés utan. M fénylik fel a sugarak révén?

Megol das Cabri val

1.-3. Az O B pontok, az O kp-u B-n
| épés atmens f kor felvétele, mnt 1.1.
megol dasaban

4.1 épés Az S pont
felvétele f-en k

5.1 épés Az SB fél egyenes
negr aj zol asa -—

6.1 épés Az SO p——
t Ukortengel y
megr aj zol asa,
szaggat ot t
j el 6l ése

t ukr6zzik SO ra,
igy kapjuk a

vi zsgél ando6

f énysugar at ,
anmit at is
szineziunk.

7.1 épés SB f él egyenest \. H

az SB fél egye- =
nest és az OS
t engel yt

8.1 épés Elrejtjuk (Hide) -_‘.

9.1 épés Bej el 6l j Uk, hogy s E =
| 4t sz6dj ék a o 2 f
f énysugar nyoma z
(Trace)

10. | épés Ani mél j uk az
abrat az S pont =
f-en val 6 =
futtatasaval .
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Az 1.3.

fel adat megol ddsa Eukl i dessze

1.-3.
| épés

Az O B pontok, az O kp-U B-n
atnmens f kor felvétele, mnt 1.1
megol dasaban

4.1 épés

Az S pont
felvétel e : [:S A
(akar hol)

5.1 épés

Az SB fél egyenes
megr aj zol asa fﬂ#

6.1 épés

-

Az SO
t dkortengely r;: % .
megr aj zol asa, % &

kijel ol ése
szaggat ot t

j el 6l ése, a
szaggat ot t

j el 6l és hel yett
a nem szaggatott
vi sszadal | it 4sa

v

7.1 épés

A B pont ot . '
t ikr 6zzik SO ra &0 % B

(B).

8.1 épés

Létrehozzuk az

SB' fél egyenest, ? L?S ﬁ'
am a

vi zsgal andé

fénysugar. At is

szinezzuk.

9.1 épés

Elrejtjuk az SB ’
f él egyenest, az
S tengel yt, a

10. | épés

B és S pontokat

Bej el 6l j Uk az , Ani maci 6” nenlben a
. Fazi sok egyi dej ¢ nut at asa”

opci o6t .

11.1 épés

Ani mal juk az 4bréat az S pont
(Shiftet |enyonva megjelenik) f-en
val 6 futtatésaval
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A2 1.-23.

2. 1.

f el adat ok negol dasa

f el adat
Egy kor (k) al aku kerék csuszas nél kil
sugar U rogzitett kor (e) kordl

ker il ete val anel y pontjéanak pal yaj at.

Megol das Cabri val :

gor dal
Raj zol j uk neg a nozg6 kor

egy ugyankkor a e

1-3.
| épés

Mnt az 1.1. fel.

megol dasaban

4.1 épés

Tikr 6zzik Ot T-re: Q A
Symmetry gonb utan el s8bb O
ra, majd T-re klikkel Gnk.

L

5.1 épés

A Q kp-04, T-n &tnené k kor
felvétele.

©

6.1 épés

Segédpont felvétele az AT
iven: 0.

All 1o

7.1 épés

Iv rajzol asa T-bsl 10-n &t
A-ig. Az Arc gonb utan
T,10, A

O e

8.1 épés

A TIOA iv hosszanak nérése.
A kapott szam el nozdit 4sa,
hogy ne | egyen atban

cime

\!

9.1 épés

Az 10 pont elrejtése.

Vi,
Sk

10. | épés

Tavol sagatvitel (Measur-
ement transfer): A TA ivet
atmasol juk k-ra T-tasl. A
Meas. Tr. vezérl sgonb neg-
nyomédsa utan rendre a szam
ra, a k kérre, T-re klik-
kel Unk

NE

11.1 épés

A kapott pont P. (Ha P az
el |l enkezg iranyba kerult k-
n, mnt akartunk, akkor
beraj zol juk a OT egyenest
és tukrozink ra.)

12. 1 épés

Segédpont felvétele a TP
iven: |1.

13. 1 épés

Iv rajzol dsa T-bsl 11-n &t

P-ig.

14.1 épés

Az 11 pont elrejtése.
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Abr ank | ényegében kész, tobbfél eképpen eljatszhatunk vel e.

15.a) A kurzorral negfogjuk a T J
pontot és vonszoljuk a koroén. I%
El 6zet esen bej el 6l hetj Uk, hogy = v
P nyoma (Trace on/off)
| 4t sz6dj ék
15.b) Bejel 6ljik, hogy P nyonma v . N
| &t szédj ék (Trace on/off), majd | . o
Ani maci 6t i nditunk, T npzogjon = =
az e koron.
e
e
T
= 305cm
144 cm 207 cm
15.c) Bejeldljik P mértani hel yét . "/
(Locus), mikdzben T fut az e _,""..T ¥ k
kéron. (Locus, P, T a sorrend). . -
A f o6l 6sl eges dol gokat
elrejtjik.
Megol das Eukl i desszel
1.1épés | A paranéter futtatésara szolgal 6 :
szanmegyenes 0 és 1 al appontj ai nak, to- |_ [:3 Dr L} I|_ [:S o
vadbba az x pontnak (a paraméter)
felvétele (késebb x fog futni az 01
szakaszon?, de nost nem baj, ha nincs
rajta.
2.1épés | A 01 szakasz (a
szamegyenes), és az |i\“* |“‘*
0x szakasz( par ame-
ter)felvétele
3.1épés | Az O majd az A pont ; : )
felvétele (O az e li[ko’_[% :
kér kp-ja), A az e o
kor pontja, egyben a
vi zsgal t pont 0 ./ i
kezdshel yzet e. .
4.1 épés | Az O kp-u, OA '_}ll
sugar i, QA kezds- o A
i ranyud, Ox ivhosszu-
sagu iv felvétele. L}S .
Ha készen vagyunk
j at sszunk, nobzgassuk
x-et!
2pzért kell szakaszt venni egyenes vagy fél egyenes helyett, nmert az egyenl etes

gbrget és igy ol dhaté nmeg j obban.
rovid 01 szakaszt vettink fel.

Az 4brak nérete kedvéért el einte aranytal anul

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/
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5.1épés | O koéril elforgatjuk A-t
az el sbb kapott széggel +wx s T A
(az iv szogével), kapjuk ] -“,ﬂﬂﬂﬁ,ﬁfﬂ !
a T pontot. ™ -
6.1 épés | O tukérképe T-re Q [‘3 0
7.1épés | Felvesszik a QT szakaszt |x‘ 9 A
(el 65bb Q majd T) o
8.1épés | A Qkp-a, QT sugaru, Qr ,ﬁﬂ
kezdsi ranyu Ox hosszusagu i

iv felvétel e

9.1éepés | Qkorul elforgatjuk T-t

az el sbb kapott szdggel, +*\ % P
kapj uk a keresett P
pont ot . F

10.1 épés | Diszitésnek felvesszik az O kp-u A-n r——| .
atmens e kort és a Q kp-u T-n &tnend @@ﬁ LE
k kort, és kedvinkre szinezunk

11.1épés | Ha kell, akkor a 0 és 1 pontokat Q
at hel yezzik egymast 6l nessze.

12.1 épés | Bl j atszhatunk az &braval agy, hogy az x pontot a ,kijel ol svel”

nozgat j uk
12. a) Az , Ani méci 6" nenldben (tehat nem az eszkdzt arak kozott) az
»Ani maci 6 beal |l itasai” |ehet 86séget val asztjuk, majd el sSbb T-re,

ut ana az e korre klikkel ink. Hasznos | ehet, ha a ,Beéallitasok”
nmend , Egyebek” al pontj ara klikkel tink és az , Ani maci 6" részben
nagy fazi sszanot adunk neg és a pont futasat lineéarisra allitjuk.

12. b) Er dekes &brat kapunk, ha P-n és a k koron kivil m ndent
elrejtink, és az aninmaci 60 inditasa el 8tt bejel 6l juk az , Ani nmaci 6"
nmend , Fazi sok egyi dej ¢ nut at 4sa” opci Ot .

12.¢) Megj el entetj ik a P pont nyonvonal at, 3
m kézben x fut a 01 szakaszon. A

» Nyonvonal ” gonb negnyomasa ut an

sorban x-re, a 01 szakaszra, majd P-

re klikkel tink.

4
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P 2.2. fel adat
2 r sugaru fél kor al aku godoérben | ecslszi k egy 2r hosszusagu
palca (a palca al s6 végpontja a koron fut, kdzben

neki t amaszkodi k a fél kér A végpontj anak). Hol

fel s végpontja?

Megol das Cabri val

nozog a pal ca

1-3. (s
| épés Mnt az 1.1. fel. negol dasédban
4.1¢épés A tukorképe Ora A*. .eo|l Al 4+
5.1 épés | , segédpont az (al s6) AA* iven. k All 12
6.1épés Az Al,A* iv nmegrajzol asa. 'D
7.1épés Az e kor eltintetése (Hide) 3«» K__//?
8.1épés R pont felvétele az Al,A* iven. k All g e
9.1 épés R tikrozése Ora (R*). .| Al R
—— . - > = E* =

10.1 épés kg kor R kp-tal R*-4at. @
11.1épés Fél egyenes (Ray) R-bél A-n at. ]
12.1épés A fél egyenes és kg netszéspontja Al p

P. .
13.1épés Fel vesszik az RP szakaszt s

(segment) és eltintetjik (Hde) a == P

f 6l 6sl eges dol gokat . = = \_/
14. a) Lattatjuk P nyomat (Trace), majd animaljuk Rt az Al,A* iven.

P
\J/ k/P \Zp Kdl &

14. b) Kiraj zol hatjuk P mértani helyét (Locus) nmikdzben R fut

az iven.

2.2.1. Megjegyzés
Erdenes a fél kor helyett a teljes e koron

végi gf uttatni
egyenest negraj zol ni,
m ndkét netszéspontj at nyononkoévet ni .

kar di oi dot megkapj uk.

{ val 6
Ugy a teljes

R-t és az RP fél egyenes helyett az RP
maj d annak a kg korrel
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A 2.2. feladat negol ddsa Eukli desszel

Az Eukl i deszben nem | ehet futtatni

pont ot koriven,

a félkort csak a | atvany kedvéért készitj ik el.

csak a teljes koron, igy

1-3. L s
| épés Mnt az 1.2. fel. megol dasaban
4.1épés A tukorképe Ora A*. . LE q*
5.1 épés |, segédpont az (al s@) AA* : Fi
iven: pont felvétele |_ [:S @J [:S
akéar hol ; el nevezése;
gravitéaci 6 bekapcsol asa; 2
pont ranpzgatasa a korre. A*
6.1épés |13 segédpont felvétele A* :
kozel ében, al atta. |7 ES I3 4
7.1épés Az OA, O, fél egyenesek |f/
megr aj zol asa
8.1épés Az e kor eltiuntetése ¢ A* o
9.1épés  Koriv rajzol dsa O kp-tal 1 ,- -.‘1 I3 o A
nat, az OA, O;
f él egyenesi ranyok kozott
10.1 épés A koriv ,Koriljarasos @
értel nezéstvé” tétele 3 A* O A
11.1épés 13 nozgatasa, hogy az O; %
f él egyenes &t nenjen A*-on. { ..: ;
12.1 épés A fol 6sl eges dol gok ¢ R*
elrejtése o
13.1épés Az R pont felvétele r A
(akér hol)
141 épés R t Ukorképe Ora (Shift-tel . % R* £
nmegj el eni k, ha el tuntett k) * L]
R*.
15.1épés Az R kp-U R*-n atnens kor @ I*
megr aj zol asa
16.1 épés Az RA fél egyenes
megr aj zol asa - A
17.1épés A kor és a fél egyenes >.<

nmet széspontja P
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18.1épés A fol 6sl eges dol gok
elrejtése, szinezés. ’ ﬁ'
19. a) Az , Ani maci 6" nenidben (tehat nem az
eszkdzt arak kozott) az , Ani maci 6
beal I itésai” | ehet 8séget val asztj uk,
maj d el sbb R-re, utéana (Shift .
| enyomésa nellett) az e korre e®
kl i kkel Gnk. e
19. b) Ugyanezt tesszik, de negel 8z8en .-
bej el 6l j Uk az , Ani maci 6" meni ,Fazisok [
egyi dej G mut at 4sa” opci 0j at . .
&
[ =

€ ¢
C et t

2
2

-]
o>
a":l.:la:laa

-

Most a kardioid egy részlete lathat6 az abran. A teljes gorbe

megj el enit éséhez | 4sd a Cabri-s negol das végére irt 2.2.1. Megjegyzést.
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2.3. feladat
Raj zol d meg a konpl ex egységkor képét a z ® 2z — z? transzforméci 6nal !

Megol das Mat henati ca- val

#: Mathematica 4 - [1.6.Mathematica_mego.nb]
File Edit el Format Input Kernel Find Window Help

ﬂ 1.6.Mathematica_mego.nb Il | Ellﬂ

h[i]= z = Cos[t] + ISin[t] 31
|H:'|,D|:||<J.|mentum|:|k'l,RL'-.-"|,l
aut[ij= Cos[t] + 1 Sin[t] i]
= £=22 - 2°2 7]
OutfZl= 2 (Cos[t] + 1 Sin[t]) - (Cos[t] + 4 Sin(t])? ]

In[4]:= ParametricPlot[{Re[£f], Im[£]}, ft, O, 2Pi},
hspectRatio — Automatic]

Out[d]= = Graphics = ﬂ

| 100% ~ 4 | ay
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I1. A feladatok el eneé 6sszevet ése (Tanterem projektor)

A Ha szlikséges: benutat6 az eredményekbdl
B. A di 4kok az el 6z8 egy-két fdas ,csapatok” parjaibdl |étrejott
nmunkacsopor t okban dol goznak a kdvetkezds probl énén:

3.1. probl ém
Az 1.1 — 2.3. feladatokban nintha ugyanaz a gorbe jel ennek neg (2.2.-ben a
2.2.1. Megjegyzésben tett kiegészitéssel). Tényleg igy van?

3.2. Ertel mezés
A 2.1. feladatban szerepel a ,csUszas nél kul goérdul” kifejezés. Ez azt
fejezi ki, hogy a gordil 8 kéron és a fix korén azok a részek, anel yek
érintkeztek mar egymassal m ndig egyenl & hosszuak (ivhosszuk a negfelel &
kor 6kdn egyenl sK) .

3.3. Allitas
1.1. és 2.1. ugyanazt a goérbét definialja. Tikrdzzik
ugyanis A-val egyitt a fix (e) kort is az érintsre. A e

kapott kép épp a npzgo (k) kor egy | ehetséges hel yzete,
rajta A képe, P, a k korre rogzitett pont aktudlis

hel yzete, ha a npbzgas kezdetekor épp A-val egyezett neg
(1 &sd az abrat).

3. 4. Ertel nezés (kardioid)

Az 1.1. (és ekvivalensen a 2.1.) feladatban definialt gorbét kardioi dnak
nevezzik. Tehat adott egy e kor és rajta az A pont, az altaluk definidlt
kardi oi dra akkor és csakis akkor illeszkedik a P pont, ha az AP szakasz
fel ezsmer sl egese érinti e-t (Ais pontja a kardioidnak, a kardioid
szingul &ri s pontjanak nevezzik). Az e kor O kozéppontjat a kardioid
centrumanak, az QA (fél)egyenest a kardioid tengel yének nevezzik. A
kardioid szimetri kus a tengel yének egyenesére vonat koz6 t Ukr 6zésre.

3.5. Allitas

a) A 2.2 feladat a kardioid egy ivét definialja.

b) Legyen e tetszdl eges kér, sugara r, a koérdn A
rogzitett pont. Tekintsuk az A ponton athalad6é h
egyenest és annak e-vel val6 A, A netszéspontjait.
Merj ik fel e-re A -bél mndkét iranyban a 2r atnerét.
A kapott pontok nértani helye kardioid, ha h az
0sszes | ehet séges hel yzetét fel veszi

Bi zonyit &s

El egends a b) részt nmegi ndokol ni, abbdl koévetkezik a).
Raj zol juk meg az e kor h-ra nerdsleges t, t' érintdit.
Az abra — e, A A, t, t' — szimetrikus az e kér h-ra
ner 8l eges sugar anak egyenesére. Mvel AP = 2r és t, t’
k6zott is épp 2r a tavolsédg igy P és t tavol saga
megegyezi k A" és t' tavol sdgaval. A szimmetria matt A
és t' tavol saga negegyezik A és t tavol sagaval is, igy
P az A tukorképe t-re. Hasonl 6an kapjuk, hogy A-nak a t'-re vonatkoz6 P
tikorképére AP = 2r. Ha h befutja az 6sszes A-n atnmend egyenest, akkor t
és t' befutja e 6sszes érintgjét, igy val 6ban kardi oi dhoz, az 1.2. fel adat
kar di oi dj ahoz j ut unk.

El 6szor kérdezzuk nmeg a di akokat, hogyan értel meznék a kardi oid bel sg és
kil s¢ pontjait, utana térjunk r4 az al abbi definicidéra. Az érinté& értel ne-
zéseét (targyal dsat | asd késébb) is vitaval, beszél getéssel készitsik el &.
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3.6. Ertelmezés (kardioid belss és kil s6 pontjai)

Az e kor és az A pont &ltal meghatarozott kardi oid bel s§ pontjanak nevezzik
P-t, ha az AP szakasz fel ezdner 8l egese nmetszi e-t, mg P kilsé pont, ha a
fel ezémer &l egesnek nincs k6ézds pontja e-vel

3.7. Allitas
Az 1.2. feladatban neghat arozott koérok uni 6j a negegyezik az e és A alta
nmeghat arozott kardi oi d pontjai nak és bel s4 pontjai nak uni 6j aval

Bi zonyit as

Tekintsik az e kor tetszséleges T pontjat, a T kdzéppontu A-n atnend ky kort
és valanely erre illeszkeds P pontot. AP a ky k6ér hurja, igy

fel ezsmer sl egese atnmegy T-n. Ha a fel ezdmerdl eges T-ben érinti e-t, akkor
definici 6 szerint P a kardioid pontja, nig ha netszi e-t, akkor bels& pont.
Tehat a vizsgélt k; kordk uni 6j a val 6ban a kardioid pontjai és belsé pontj ai
hal mazanak része.

Masrészt, ha P tetszdl eges pont a kardi oi don vagy annak bel sej ében, akkor
az AP szakasz fel ezénmer ¢l egese definicid szerint érinti vagy netszi az e
kort. AT érintési vagy netszéspont koridli A-n atnené koérre ilyenkor Pis
illeszkedi k, tehat a kardioid pontjainak és bel s¢ pontjainak hal maza része
a vizsgalt korok uni 6] dnak. A | evezetésbsl az is kiderult, hogy a kardioid
bel s¢ pontjain pontosan két Tie pont esetén negy at a kry kér, nig a
kardi oi d pontjain egy és csakis egy Tle pontra megy at a kr kor

3.8.a. Ertelnezés (kardioid érintdgje, fizikai negkodzelités)

Azt nondj uk, hogy az f egyenes a P pontban érinti a k kardioidot, ha 2.1.-
ben a nmozgd pont P-beli hel yzetében a pillanatnyi sebesség vektora az f
egyenesre esik.

3.8.b. Ertelnezés (kardioid érintdje, geonetriai negkodzelités)

Azt nmondj uk, hogy az f egyenes a P pontban érinti a k kardioidot, ha

Pl fCk és P egy kornyezetében f minden P-t¢l kil 6nb6zs pontja kil s¢ pontja a
kar di oi dnak.

3.9. Allitéas

A kardi oidnak az A szingul aris pontjan kividl m ndegyi k pontjaban egy és
csakis egy érintge van a 3.8.a és a 3.8.b definicionak nmegfelel éen is, és
ez a két érints mndegyi k eset ben egybeesi k egyméssal .

Az allitast itt nem bizonyitjuk.?

3.10. Allitas
A kardioid nemszingul aris P pontjaban a fizikai értelmi érinté

a) mer sl eges a PT egyenesre, ahol T a nozgdé k koér és a fix e kor aktudlis
érintési pontja.

b) atnmegy a nozg6é k kornek a fix e korrel valéo T
aktualis érintési pontjaval atellenes S pontjéan.
c) az QA szimmetriatengel |l yel bezart szége
(3/2)TOAD. *

Bi zonyit as

Val 6ban, a nozgas két dsszetevehbsl all. Egyrészt a k
koér hal adé nozgéasébdl, anely aktuélisan az e (és
egyben k) T-beli érintgjének iranyaban torténik,
masr észt k forgéasabdl, anely P-ben egy érintd&iréanyu
sebességkonponenst erednményez. A két 0Osszetevs

®Al gebrai gorbéknél (lasd az 5.4. feladatot!) az érinté algebrai definiciéjais
fontos: ol yan egyenes, anelyre negszoritva a gorbe egyenletét, az adott pont mul-
tiplicitéasa nagyobb, mnt a ponton atnmené tobbi egyenesen (véges sok kivétel ével).
fgy pld a szinmetriatengely is érinté a szingul aris pontban.

4 Lasd a 3.11. Ertel nezést!

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ 17/35



Hrask6 Andras: Egy sziv titkal

abszol Ut ért éke egyenl 6, ez felel neg a cslszas nél kil goérdil ésnek. [gy
eredgj uk az irényuk szogfel ezgj ének irényaba mutat. Mvel a két
sebességvekt or konmponens szinmetri kus a TQP szdg szogfel ezsj ére és egyenl 8
hosszlak is, igy eredgj ik parhuzanps a szogfel ezével . | nnen egyszerd
geonetri ai okoskodassal igazolhato az allitas a), b) és c) része is.

A kardioid gorbe parantéteres el sallitésa utan differencial &s segitségéve
is igazolhat6 az allitaés.

3.11. Ertel nezés

Két egyenes sz0gén az egyenesek &ltal bezart szodgek kozul a nem tonpaszdget
szokas érteni. Ettsl 3.10.c)-ben, és késsbb, a 8.1. feladatban és a 9.1

| enméban eltértink illetve el fogunk térni, anennyiben a kardioid val anely
pontjahoz tartozo érint segyenes és a kardioid tengel yének szdgérél van szo.
Ezen a szogbn azt a q értéket értjuk, anmelyre AOTbD = a = 2¢g/3, ahol T a P
érintési ponthoz, nmint a kardioid egy pontj&ahoz aktualisan tartozé nozgd k
kor és a fix e kor érintési pontja.

Mvel a értéke 0°-tdl 360°-ig ns, igy q értéke a [0° 540°) intervallunban
barnm |ehet. Tehat nmég korbenegylnk a kardi oi don az érint &vektor 540°- ot
fordul. A pont forditott iranyu sebességgel érkezik vissza az A pontba,

m nt ahogy elindult és ahogy tovabb is kell nennie. Az ani maci 6n j 4l

| &t szi k, hogy a npbzgd pont A-ban nmegéll, l|assan indul tovabb |ényegében
arrol, ahonnan jott. Az Osszefuggésbsl az is kovetkezi k, hogy barmely

i rannyal parhuzanosan pontosan harom érint & e van a kardi oi dnak

3.12. Allitas

Az 1.3. feladatban definialt egyenessereg negegyezi k egy kardioid érints-
egyenesei nek hal mazaval . A kardi oi dot neghat a&rozé e koér koncentrikus f-fe
és harmadakkora sugaru, szingul aris pontja az OB fél egyenessel ellenkezé&
f él egyenesre esik.

Bi zonyit &s

Tekintsik az f kér B pontjabdl indul é, a kor
S pontj aban tikr6zsds fénysugarat. A
fénysugar az f korvonal on S-ben val 6

t Ukr 6z&édés utéan a fizika torvényei szerint a
BS egyenes OS-re vonat kozé tukoérképén hal ad.
A BSO haronsz6g egyenl & szaru, ha SOAD = a,
akkor SBOB = BSOb = al/2.

Teki nt sk ugyanakkor az e korul gurulé k
kornek azt a helyzetét, anelyben épp az OS
szakasz T pontjaban érinti az e kért (lasd a
mel | ékelt abréat). A 3.10. Allitas b) része
szerint a kardioid aktualis P pontjéban az
érints épp S-en nmegy at, a c) részbsl pedig
adodi k, hogy PSOP = a/2. Ezzel az allitast

i gazol t uk.

3.13. Allitas
A 2.3. feladatban is a kardioidot kapjuk

Val 6ban, ha az O pont a 0 konpl ex szammak, A az 1-nek
tehat e az egységkoérnek felel nmeg, akkor az e egység-
nyi konpl ex szdm negegyezi k a k mbzgo koér és az e fix
kor T érintési pontjanak val amely iddépillanatban

Ekkor a npbzg6é k koér Q kdzéppontja 2e a kardioid P
pontj anak Qra vonatkozo P tikorképére QP = €, igy P
a 2e — € pontnak felel neg
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Tovébbi fel adat ok (Részben gépteren

Az 5.1., 5.2. példak az el 6z8 fejezetekben el nondottak fel el evenitését, Uj
interpretaci 0jat igénylik, tehat gyakorl 6 jellegu példak. Az 5.3., 5.4.
f el adat ok negol dasa az el sz8ekben nem hasznalt techni kat igényel

5. 1. fel adat

Cszd fel a korvonal at 36 egyenl & ivre és az osztoOpontokat szanbzzuk 0-t6
35-ig, majd kossiilk 0ssze az n-edi k osztopontot a 2n-edi k osztéponttal (nod
36). Miutassuk neg, hogy az igy kapott egyenesek egy kardi oi dot érintenek

5.2. feladat

Gurul jon nost egy rogzitett e kor koridl egy fel eakkora sugard k kor. Ak
kor valanmely pontja altal leirt gorbét nefroi dnak (vesegorbe) nevezi k.

a) Abréazol d a nefroidot!

b) Hatarozd neg a nefroid val anely pontjaban az érint degyenest a 3. 10.
Al'l it ashoz hasonl 6 mbdon!

c) Mutasd neg, hogy a parhuzanos fénysugarak egy fél kér belss fel il et én
val 6 tikro6zsdés ut an egy nefroidot érintenek (tehat nefroidot |atunk a

t edscsészében). Abrézold is a fénysugarakat!

5.3. feladat

a) ird fel a kardioid paranéteres egyenl etrendszerét! Legyen pld a = AOTP a
nozgo k kor és a fix e kor T érintési pontjanak forgasszoge, és ird fel a
kardi oid aktualis P pontjénak koordinatdit leir6 x(a), y(a) flggvényeket.

b) A kapott flggvények derival asaval hatarozd meg a P pontbeli sebesség

i ranyat!

c) Adj G4j bizonyitast a 3.10. allitasra!l

d) Hatérozd neg a kardioid teljes ivének hosszéat!

5.4. fel adat
Al gebrai goérbe-e a kardioid? Ha igen, adj neg ol yan polinonot, anely
zérushel yei nek hal maza épp a kardi oi d pont hal maza

Kut at 6runkak, nell ékelt negol das nél kil

6.1. fel adat

a) Rajzolj parabol at!

b) Rajzold neg a parabol a képét egy ol yan kérre vonat kozé i nverzi 6nél
anel ynek kp-ja a parabol a fékusza!

c) Tegyél negfigyel ést, prébalj bizonyitast is adni

6. 2. fel adat

Legyen e adott kor, egységnyi sugarral és guruljon rajta az r sugaru k kor
és képzeljik a k korhoz rogzitettnek a P pontot, k kozéppontjatdl t4r|
tavol sagban. r negativ értékén azt értjuk, hogy k az e kor ivén bel i
gurul. A P pont altal leirt goérbét hipocikloisnak, illetve epicikloisnak
nevezi k, attol fuggsen, hogy k belul vagy kivul gordul

Készitsunk univerzéalis epi-hipo-ciklois rajzolé progranot. Legyen |athaté
két tengely, anelyeken r illetve t értéke allithato, és jelenjen neg a
beal | i t &snak negfel el 8 gorbe

6. 3. fel adat

Abr azol d, hogy koériv al aki vagy egyenes tikrozs fel til eten kil 6nb6zé
pont okbdl vagy kil 6nb6zs iréanyokbdl inditott sugarnyal dbok m ként

t Ukr 6zédnek. M 1lyen goérbe fénylik fel?
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Megol dasvazl atok az 5.1.-5.4. feladatokhoz.

5. 1. f el adat

Cszd fel a korvonal at 36 egyenl & ivre és az osztOdpontokat szanmpzzuk O-t 0l
35-ig, majd kossilk 0ssze az n-edi k osztopontot a 2n-edi k osztéponttal (nod
36). Mutassuk neg, hogy az igy kapott egyenesek egy kardi oi dot érintenek!

Megol das

Fel el tessiik meg a korvonalat az 1.3. feladat f korének! Lassuk be, hogy az
n, 2n szanokat OsszekOt s egyenes negegyezi k a fénysugar egyenesével, ha az
a B =0 szdmak negfel el 86 pontbdl indult és az f kdér S = n pontjan tort
meg!

5.2. fel adat

Gurul jon nost egy rogzitett e kor koridl egy fel eakkora sugard k kor. Ak
kér valamely pontja &ltal leirt gorbét nefroidnak (vesegtrbe) nevezik.

a) Abréazol d a nefroidot!

b) Hatarozd neg a nefroid val anely pontjaban az érint degyenest a 3. 10.

Al l it dashoz hasonl 6 nbdon!

c) Mutasd neg, hogy a parhuzanos fénysugarak egy fél kér belss fel il et én
val 6 tukrodzsdés utdn egy nefroidot érintenek (tehéat nefroidot |atunk a

t eascsészében).

Megol das
a) Cabri programmal az abra | étrehozasdhoz az 1.1. feladat megol dasanak
menet ét kel l kis nddositassal kovetnink.

Az Euklides programmal val 6 megol dast itt részl etezzik.

1.1épés Az O A T pontok felvétele

2.1épés Az O kp-0U, A-n athaladé e kor felvétele
(val 6j aban nem kel |).

3.1épés O tukdorképe T-re T'.

4.1épés A TT' pontpéar felezépontja Q .,

5.1épés A Q kp-U kor T-n at k.

6.1 épés Az OT, OA félegyenesek felvétele

7.1épés |1, segédpont A-té6l T felé barhol.

8.1épés Koriv felvétele O kp-tal l4en at, OA
Or (fél egyenes) szél ekkel .

9.1 épés Forgatunk Q koérul az el 828 ivvel, x‘.
nmnt szoggel. T képe P*, P* képe o
P.

10.1 épés Elrejtjiuk a fél egyeneseket, ivet, az O
T, Q T, P* pontokat, P-t, k-t
atszinezzuk

11. a) Ani mal hatjuk az abrat A T pont (Shift!) e-n val 6 futtataséaval.

11. b) El 6zl eg bejel 6l hetj ik a ,Fazi sok egyi dej ¢ mut at 4sa opci 6t (| asd
a bal oldali abrat)

11.c¢c) k eltintetése utan kérhetjik P nértani helyét, ha T (Shift) fut
e-n
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b) A npbzg6 k kér aktualis P pontjaban a sebesség iranyu egyenes nost is
atmegy k-nak az e fix koérrel valdé T érintési pontjéaval atellenes T =S
pontj an.

c) Miutassuk neg, hogy ha az f kor kétszer akkora
sugard, mnt e és a beesd fénysugar iréanya parhuzanos
az OA fél egyenessel (O a nefroid e fix korének kp-ja
A a nmozgd k kor vizsgélt pontjanak kiindul dsi pontj a,
egyben e pontja, a nefroid egyik szingularis pontja),
akkor a fénysugar az f koéron val 6 negtorés utén a
nefroid érintdegyenesén halad (| &sd az &brét).
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5.3. fel adat

a) ird fel a kardioid paranéteres egyenl etrendszerét! Legyen pld a = AOTP a
nmozgo k kor és a fix e kor T érintési pontjanak forgasszoge, és ird fel a
kardi oi d aktualis P pontjanak koordinatdit leird x(a), y(a) figgvényeket.

b) A kapott fiuggvények derival asdval hatéarozd meg a P pontbeli sebesség

i ranyat!

c) Adj 04j bizonyitast a 3.10. allitasra!l

d) Hatarozd neg a kardioid teljes ivének hosszat!

Megol das
a) x(a)=rx2cosa - cos2a), y(a)=rxX2sina - sin2a), ahol r az e (és a k)
koér sugara.

b) x'(a)= 2rX-sina + sin2a), y' (a)= 2rXcosa - cos2a).

c) S(3rxosa, 3rsina), PS= rxcosa + cos2a), PS,=rXsina + sin2a). Azt kel
i gazol ni, hogy a (PSs, PS)) és a (x’(a),y (a)) vektorok egymas konstans-
szorosai. Ez egyenértéki a

(-sina + sin2a)Xsina + sin2a) = (cosa - cos2a)Xcosa + co0s2a)
rel 4ci 6éval, amel yrél beszorzas utan kideridl, hogy azonossag.

d) Az ivhossz a teljes nmegtett Ut a gérbe nentén, azaz a sebesség
abszol ut ért ékének (hosszanak) integralja az ids szerint. Ha a egyben az id¢g
is, akkor (x'(a),y' (a)) a sebességvektor, abszol Gt értéke: 4rsin(al2).

Az ivhossz ebbdl 16r

5.4. fel adat

Al gebrai gorbe-e a kardi oi d? Azaz van-e ol yan kétvaltozos polinom anely
zérushel yei nek hal maza épp a kardi oi d pont hal meza? Ha igen, akkor adj neg
ilyen polinonot!

Megol das
I gen, al gebrai gorbe. Al kalmazzuk az 1.4. feladat nmegkozel itését,
pont osabban a 3.5.b) allitéast.

Tekintsik a P(x, y) pontot, |legyen PA=d, PO = h, és |legyen OA=r, am tehét
az e kor sugara is. A P pont akkor és csakis akkor van rajta a kardi oi don,
ha a PA egyenesnek és az e kdrnek A-tol kil 6nb6z& metszéspontja P-tsl A
i ranyaban épp 2r téavol sdgra van. A P pont e-re vonatkoz6 hatvanyat
kétf él eképpen felirva megkapjuk az illeszkedés al gebrai feltétel ét:
2rd = h? — r2
Szer et nénk koordi ndtékra attérni, de d kifejtése itt még tartal mazna gyokds
tagot, ezért négyzetre kell enelni. Az ekvivalencia elveszne, ha a sik
val anely P pontjéara teljesilne a 2rd = r?2 — h? §sszefiiggés. Ez egyenért ékd
az (r — d)? = h? + d? rel 4ci 6val, anely semmilyen P-re se teljesil het,
hi szen az OAP (esetleg elfajul ) haronszég oldalai d, h, r, igy |r — d|£h.
Négyzetre enel het ink, kapjuk a
2r2d2 - (h2 _ r2)2
egyenl etet, anely a koordi natak behel yettesitése és 0-ra rendezés utan adja
a kivant polinomot. Ha pld A az orig6é és O-r, 0), akkor a polinom
4r2(x2 + y?)- (x% + y?2 + 2rx)2
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[11. Mrley tétele

Ez volt a gondol atnenet. A bizonyitas mar egy sokkal egyszer ibb dol og
Frank Morl ey

Bevezet és (gépterenm
Ebben a fejezetben az el enm geonetria egyik | egkll 6nl egesebb tétel érél |esz
sz6. Frank Morley kb 1904-ben ,talalta” az al abbi tételt:

7. Morley tétele

Ha barmely haronszégben negraj zoljuk a bel s¢
szogek szdgharnmadol 6it, és barnely két cslcsnéa
képezziuk annak a két szdgharmadol 6nak a metszés-
pontjat, anelyek a két cslcs kozti ol dal hoz
kozel ebb vannak, akkor a harom csucsparbdl igy
szarnmaztatott harom pont szabal yos haronszdget
al kot .

Morley tétel ére ma mar szanos bizonyitas | étezi k. Az al abbi akban nem arra
t 8rekszink, hogy felelevenitsik a | egligyesebb gondol at nenet eket, hanem
arra, hogy bepillantast engedjink a tétel felfedezésének néhany érdekes
részl et ébe. El 8zetesként csak annyit jegyzink neg, hogy a tétel hez a
haronszodg ol dal egyeneseit érint& kardi oi dok rendszerének attekintése
vezette el Frank Norleyt.

A Morley-féle altal &nosabb erednényekbdl val amit negsejthetink, ha
megol dj uk az al 4bbi fel adat ot .

7.1. fel adat

a) Vegyél fel egy haronszdget, rajzold neg a szégharnadol 6it, és keresd neg
a Morley tételben szerepl & szabal yos haronszdget! A csucsok npbzgat asava
.ellensrizd’ a tétel hel yességét!?®

b) Rajzold neg az 6ssze szégharnmadol 6t, azaz az el 8bbi ek 120°-o0s el forga-
tottjait® és keress tovabbi szabal yos haronszégeket!

c) Tegyél negfigyel ést a kapott szabal yos haronszdgekkel kapcsol at ban
(Javasl at: Cabri)

Megol das Cabri val

1.1épés A 0, 1 pontok és a 01 szakasz (Segnent) —_—
felvétele U 1 3

2.1 épés A haromsz0g E;, E,, E; cslcsainak felvétele, az
ol dal egyenesek negraj zol 4sa és vastag vonall a

(Thick) al akitéasa 2
_ A El \
3.1 épés A 01 szakasz hosszanak | engérése em
(Di stance and | ength) .
4.1 épés 01 hosszéanak masol asa a haronmszog 21
cslcsai bol ki indul va’. A Measur ement -—
Transfer gonbra val 6 klikkelés utan a 01 z

szakasz hosszat jelzs8 szanta, majd az E
pontra, végil béarhova nellé klikkel tnk
Kapj uk az |; segédpont okat.

5.1épés E kp-U, |;-n athal adé kor ok nmegszerkesztése, mpjd az
ol dal egyenesekkel val 6 netszépontj ai k negj el 6l ése

® Ternmészetesen ez nemjelent matematikai bizonyitast, hivjuk is erre fel a diakok

figyel mét!

® Tehat minden cslGcsnal 6 szégharmadol 6 van

" Az Cabri Il Plus verzi6éban ehhez el sbb egy-egy fél egyenest is fel kell venni az E
pont okbol ki i ndul va vagy a Korzé (Conpass) eszkozt kell hasznal ni ebben a | épésben.
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6. | épés

A héronszdg bel s8 szdgei nek | emérése. Ha az Angle gonb
megnyomésa utan rendre az E,, E;, Es; pontra klikkel ink, akkor
kiirodi k az E,E;EsD értéke. Jobb, ha ez radian. Atallitas az
» Options/Preferences/Display Precision and Units”
menibenpont ban.

7.1 épés

A bejel 61t szdgek harmadanak negfel el 8 i vhosszok ki szanitéasa
és kiiratasa. A ,Calculate” gonbra klikkelve negjelenik a
szanol 6gép. Ezutan a szoget jel 61 8 szantra, majd a szanol 6gép
szorzasjel ére (*), mjd a 01 szakasz hosszéat jel zg szanra,
azut &n a szanol 6gép osztasjel ére (/) klikkel ink és
utanairunk a billentytzetrsl egy 3-ast. A szanol 6gép

egyenl sségj el ére klikkel ve megj el enik az erednény, anmit a
kurzorral réamozgatunk a | apra.

8.1 épés

Meghar madol j uk a héaronszdg bel s és kil s¢ szégeit. A

t dvol sadgéatvivs (Measurenent transfer) gonb megnyomésa ut an
az el sbb kiszanolt negfelel & ivhossz értékre, majd a csdcs
korali korre, végil az iv kezdspontjara, a kor és az ol da
np-j ara klikkel iink. Az ivet a kapott pontbdl indulva ujbél
fel mérjok. A kalkulatorral kiiratjuk a 01 szakasz hosszanak
(2p/ 3)-szoroséat és azt felmérjiuk a kapott harnadol 6pont okt 6l
az ivekre.

2.1

egysen; .03 cm

E3E1EZ=zdn:0.8 rad
E1E2E3=zdn:1.4 rad
EZE3E1sz00:0.9 rad
E1inra: 0.27 cm

EZiwl3: 0.49 cm
E3inf3: 0.32 cm

Harmadiv: 2.15 cm
e

a1

e

9.

| épés

A 6-6-6 szogharmadol 6 negraj zol asa. Egy
ol dal hoz m ndkét ra illeszkeds csucsna
har om harom szdéghar nadol 6 tartozi k: a ko-
zel ebbi bel s és annak 120°-o0s el forga-
tottjai. Az oldal hoz tartozd, az egyik
csucson at mens szoéghar madol 6knak piros, a

masi k csdcson atnens hozza tartozo harma-
dol 6knak zd6ld szint adunk. A zdld és pi-
ros harmadol 6k netszéspontjara | esz szik-
ség. A nmetszéspontokat aszerint szinez-
zuk, hogy nelyik ol dal hoz tartoznak.
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a) Az ellenérzést szenrte,

kur zorr al

val 6 nozgat asaval

vagy az ol dal ak hosszénak kiiratéasaval,
vagy az ,Equidistant?” gonb al kal mazasaval ,
b) - c)

végezhetj Uk el .

maj d a cslcspont ok

.u'..-
F

L)
*
1
L1
L3
LY
LS
LY
L
L]

ra
3
L

vastag vonal ak
szaggatott vonal ak:

a haronszdg ol dal egyenesei
illeszkedik.

vékony vonal ak: szdghar madol 6k
a szogharmadol 6k netszéspontjai kozil 6-6 ugyanarra az egyenesre
Ezek az egyenesek sok szabal yos haronszdget al kot nak.
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Bevezet 6 fel adatok Morley tétel éhez

8.1. feladat
Mit asd neg, hogy a kardioid OA szinmmetriatengel yével q széget bezar6®
érintsn az érintési pont a kardioid O koézéppontj at él

arsnd
3

t dvol sdgra van, ahol r = OA, és az A pont a kardioid szinguléris pontj a.

8.2. feladat
lgazold a sina sin(g- b) + sinb sin(fa- g + singsin(b- a =0
azonossagot !

8. 3. feladat
Legyenek e;, e,, e3 egyenesek a sikon, m, m, m rogzitett val 6s szanok és
jeldlje D(P) a P pontnak az e egyenestd&l nért el sj el es tavol sagat®.
Mut assuk neg, hogy az
mDi(P) + mDy(P) + mDy(P) = 0
egyenl et egyenes (esetleg a teljes sik vagy lres al akzat) egyenl ete.

8.4. feladat
Az al 4bbi fel adat ok az egyenes egyenl etér sl szol nak a konpl ex
szansi kon. Mutasd neg, hogy a z konpl ex szam pont osan akkor
illeszkedi k az

a) origbén és az e egységnyi abszol ut értékd konpl ex
szanon atmend egyenesre, ha

z- e’z=0,

ahol Z a z konplex szam konjugaltjat jeloli.

b) s konpl ex szanon atnend, a val 6s tengellyel az e
konpl ex egység argunentumaval egyenl & szdget bezaré
egyenesre, ha

z- s+e’s-e?z=0.

8.5. fel adat

Legyenek az O A, T pontoknak negfel el 86 konpl ex szamok rendre 0, 1 és g
ahol | ¢ =1. Tekintsuk azt a kardioidot, anelynek centruma O szingul &ris
pontja A, és legyen P a kardioidnak az a pontja, anelyhez tartoz6 npzgd k
kér épp T-nen érinti a fix e kért. irjuk fel a kardioid P-beli érints egye-
nesének az 5.7. feladatnak negfelel 8 konpl ex egyenl et ét!

8 Lasd a 3.11. Ertel nezést!
® Tehat e; egyik oldalan a D(P) tavol sag pozitiv, a masikon negativ.
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A 8.1.-8.5. feladatok negol dasa

A 8.1. feladat negol dasa

A 3.10. feladat allitasa alapjan a P-beli érints a
nmel | ékelt abran | athaté PS egyenes és PSOb = a/2, ha
TOAD = a, m g ugyanekkor a PS érint segyenes és az OA
egyenes szdége q = 3a/2. Ha Maz O centrumvetil ete
az érintdén, akkor az OVS der ékszdgd héaronszdgben OM
= OSsin(al2), azaz

oM =3rsind.,
3

amt bizonyitani kellett.

A 8.2. fel adat negol dasa

A sin(x-y) = sinxxosy + cosxsiny addiciés tétel egyszerd al kal mazaséva
hat darab héaront ényezds szorzatot kapunk, anel yek paronként kiejtik
egymast .

A 8.3. feladat negol dasa
Jel 6l je ny az e; egyenes egységnyi hosszl, a pozitivan szamitott félsik felé
i ranyul 6 normél vektorat, P, pedig az egyenes egy tetszdl eges pontjat. Ekkor
a skal &ris szorzas definicioja al apjan
D(P) = (P~ P)m.
Ezért a fel adatban nmegadott egyenl et ekvival ens az al abbi egyenl et ek
bar nel yi kével
m(P — P>, + m(P — P)on, + m(P — P3)ong = 0,
PX{mn; + mn, + mng) — (MPrn; + mPrn, + mPyng) = 0.
Vi zsgal juk az utobbi egyenletet! Lathatd, hogy ha az mn; + mn, + mns
vektor nullvektor, akkor a sik egyenletérdsl vagy ures al akzatro6l van szo,
aszerint, hogy a masodi k zardjeles kifejezés (P-tsl figgetlen!) értéke
zérus vagy sem Ha a vizsgalt vektort nem nul | vektor, akkor viszont egy mn;
+ mn, + mynz nor mél vekt or 0 egyenes egyenl et ét kapt uk

A 8.4. feladat negol dasa

a) A z konplex szam pontosan akkor illeszkedi k az adott egyenesre, ha

z val 6s, azaz, ha =
e
fel hasznél 4séaval kapjuk az a) feladatrész allitaséat.

b) A bizonyitas negegyezi k az a)-ban adott |evezetéssel, csak itt z

helyére (z — s)-t kell irni

@IN

_ 1
I nnen atszorzassal és az € =— 0Osszefliggés
e

@ | N

A 8.5. feladat negol dasa

Az érints atnmegy a 3e konpl ex szamak negfelel 8 S ponton és az QA
tengel | yel bezart szdgének dupl aja a TOAD haronszorosaval egyenlé (lasd a
3.10. Allitéast), innen az 5.7. b) feladat &llitésa al apjan azonnal adddik
az egyenes egyenl et e:

z- e+3*-e%z=0.
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A haronszodghtz irt kardi oi dokt 6l Mrley tétel éig

9.1. Lemma
Ha az O centrumi kardioid szingularis pontja A és a kardioid érinti az
E.E,E; haronszég E;E;=e,, EzE;=e,, E;E,=e; ol dal egyeneseit akkor

. 0,-6 .0, - ,-0
(9.1)  |Dsin 33 2 +|D,|sin 13 3+|D| 2 -2 _1=0,

ahol i, O, 0s az e;, e, e3 egyeneseknek a kardi oid OA tengel yével bezart
sz6gét®, D, D, D; pedig O és az e;, e, e; egyenesek (el &jeles) tavol sagat
jeloli.

Bi zonyit as

A 8.1. feladat erednénye szerint a kardioid centrumanak tavol saga az e;, e,
es; érinté egyenesektél rendre

D,| —3rsme— D,| —3rsme— D, —3rsm%

ahol r = OA. Ha al kal mazzuk a 8.2. fel adat allitasat az a=qi/ 3, b=q,/ 3,

0F0s/ 3 szogekre, akkor kapjuk, hogy barmely — az ol dal egyeneseket érintg -
kardioidra teljesul a (9.1.) Osszeflggés.

9.1.1. Megjegyzés
A | emmaban szerepl 8 0s-0., Qi1-Qs, O»- 01 SzOgek bi zonyos nértékig a kardioid
figyel enbe vétel e nél kil is értel nezhet sek. Ezek ugyani s, nodul o 360°, az

e,, €, ez egyeneseknek - a kardioid centrumat tartal mazé tartomanyhoz
képesti — kil s& szogei, e,-ts8l ez felé, es-tol e, felé, illetve e;-tél e,
felé.

9.2. Allitéas
Adott haronszog mi ndharom ol dal egyenesét érint s kardi oi dok!' centrumai nak
mértani helye kil enc egyenes egyesitése. E kilenc egyenes egyenl et e!?

L. sin + sin + sin =0,
921 D, Q31D Q32D Q30

ahol D;, D,, D; a tekintetbe vett pont (a kardioid centruma) €s az e;, €, €3
egyenesek el ¢j el es tavol sagat jel6li, a pozitiv el 8jelet a haronszogtarto-

many fel éli félsikban értve, mig Q i, Q> Q 3 a hdronszdg Q;, Q,, Qs kil ség
szogei vel egyezi k meg nod 360° és Osszegik 0°.

9.2.1. Megjegyzés
Tényl eg épp 9 egyenest definiédl az allités, hiszen

Qi &, Qi 120°, Q, 240°  mod(360°);
3 3 3 3

Qe % % +120°, %+ 240°  mod(360°);

3
Qs 1, Q50 :
3 g 3 = mod(360°).

Bi zonyit 4s

El 6sz6r azt nutatjuk neg, hogy az ol dal egyeneseket érint & kardi oi dok cent-
rumai a (9.2.1.) egyenletd egyeneseken vannak.

Ez a haronszogtartomény pontjaira a 9.1. | emma kdzvetl en kdvet kezménye. A

haronmszdgben, vagy a hatéaran | évs pontokra ugyanis |D| = D és a Q-0 Q-

0 14sd a 3.11. Ertel nezést!

1 A szébaj 6vé kardi oi dokrél tehat nem kétjuk ki, hogy azonos |egyen a

t engel yi r anyuk.

12 A 8.3. feladatban magyar 4zt uk meg, hogy ezek miért egyenesek egyenl etei.
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Os, Qz-Qqr szbgek a héaronszog negfel el 6 kil s6 szdgei vel egyeznek nmeg nod 360°,
O0sszegik pedi g nyilvanval éan 0°.

Teki nt sink npst egy ol yan tartomanyt, anmely az egyi k egyenesnek — pld es-
nak — ell enkezd ol dal &n van, nmint a haronszégtartomény, a tobbi egyenesnek
pedi g ugyanazon az ol dal an. A (9.1.) egyenl etben nost
| Di| =Dy, | Dy| =Dy, | Dsf =-
ugyanakkor viszont a 9.1.1. Megjegyzésben leirt értel mezés al apj an
G- G2 © Q-180°, th- s ° Qo-180°, O-d2 © Qi (nod 360°),
tehat (9.1.)-bél ebben az esetben a

(0.22) Dsna@l 60 %+ D, i@z - 608+ D, sn” 2 =
@ e 3 2 3
(9.2.1.)-gyel anal 6g egyenlethez jutunk. Ennek (-1)-szerese
D sng@l+120°o+D sm(;;aEQZ +120°0+D sn&: )
1] %) 3
azaz
I+ 06 1 +
(9.2.3) Dlsing{ﬂi+ D, sindR2*300°0 b 4, s g
3 g g 3 5 3

anely a (9.2.1) egyenletosztal yba tartozé egyenl et.

Hasonl 6an kezelhet& | e az ol yan tartomany esete, amely két egyenesnek is
el l enkezg partjan van, mint a haronszogtartomény.

Tegyuk fel nost, hogy az O pont kielégiti (9.2.1.) Osszefiiggést a Q-k egy
konkr ét val asztésa nellett. Meg szeretnénk hatéarozni az OA iranyt és az QA
= r tavol sdgot, hogy az O centrumi A szingul aris ponttal rendel kez¢g
kardioid érintse a haronszog ol dal egyeneseit. Figyel enbe kell vennink, hogy
O nelyi k tartomanyban van. Az egyenesnek van egy, az adott tartonanyon
érvényes

(9.24.) |D|sm&+|D2|st32 +|D3|sin%: ’

egyenlete, ahol Q;", Q,, Qi a tartomany kil s6 szogei vel kongruensek nod
360°. Tekintsik a

(9.2.5) |D1|:3rsine—31, |D2|=3r8in%, 0,-0,=Q;

egyenl etrendszert! Az addici 6s tétel al kal mazdsaval a rendszer negol dhat 6:

\/|D1|2+|D2| 2|D1||D2|cos%3

r=

* ]

Qs

3sin

Q9
D D
D, |- |Dcos~>*

0, = 3><arccos‘é .
¢ 3rsin—== Qs
3

Q |-

A kapott q; forgasszég 0° és 540° kozoétt valtozik. Ez (3.11. szel |l emében) r-
rel egyutt egyértel mien naghat &roz egy ol yan O centrumi kardi oi dot, anely
(9.2.5.) alapjan érinti e;-et és e,-t, tovabba (9.2.4.) al apj &n es-at.
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9.2.2. feladat (Mellékelt negol das nél kil )
Mut asd nmeg, hogy a (9.2.1.) egyenesek harom harontagl csoportba oszt hat 6k
ugy, hogy az azonos csoportban | évsk parhuzanpsak | egyenek egyméssal

9.3. Allitas

Ha val amely (kul s&¢) pontbol a kardi oi dhoz hdzott harom érint& forgasszoge
i, O, O3, Mg a pontot a kardioid centrumaval 6sszekdt s egyenes forgasszoge
j, akkor g + q» + gz = 3j, azaz j az érint&k forgasszogei nek atl aga.

Bi zonyit &s
Il esszik a kardioi dhoz a konpl ex szansi kot ugy, hogy centruma a 0, szin-

gul aris pontja pedig az 1 |egyen. Ilyenkor az e fix kér a konpl ex egység-
kornek felel nmeg. A 8.5. feladat negol ddsaban azt kaptuk, hogy a z konpl ex
szdmmak mnegfel el 8 pont akkor és csakis akkor illeszkedik a kardioid e para-

mét erhez tartozo P pontjaban®® hazott érintére, ha

(9.31) z-3e+3e%-e%z=0.
Erre az egyenletre forditva is ranézhetink. Ha rogzitjuk z-t, akkor keres-
hetj Uk azokat az egységnyi e konplex szanokat, anelyek kielégitik (9.3.1.)-

et. Az ilyen e szanmbk a z konpl ex szammak negfel el 8 pontbdl a kardi oi dhoz
hizott érint&k érintési pontjainak paranéterei. Ebbsl kovetkezi k, hogy a
kar di oi dhoz barnely pontbdl |egfeljebb harom érint& hizhaté, hiszen (9.3.1)

e ban har madf okl, igy |egfeljebb harom gytke | ehet.

Morley, a tétel felfedezését ismertetdé | evel ében nem sokat di szkutal, hanem
azzal igazolja az allitast, hogy Vieta fornuldi szerint (9.3.1) gyotkeire

VA

e *,X,=—, és itt a bal oldal argumentuma 2(q, + g, + gs)/3 (lasd 3.10/c),
z

a jobb oldal é pedig 2j.

Megj egyzések

9.3.1. A ,forgédsszdogdon” barnely egyeneshez képesti el fordul &s szdgét
érthetjik, az a4llitds nemfigg a referenciatengely val aszt asat 6l

9.3.2. Szog harmmadabol haromis van, anel yek egymast 6l 120°-kal térnek el
igy a 9.2. allitasban az ,4tlaga” sz6 helyett pontosabb |enne az ,egyik
atl aga” kifejezés. o \
N

9.3.3. Van a kardioidnak egy olyan érintgje, anely két / . N
helyen is érinti a gorbét. Ez a szimetriatengel yre ft»;skﬁy/

5 S Al o . \ ‘ N
mer 4l eges egyi k érintg, anely a 1#60°-0s e egységekhez \ S \
tartoz6 pontban érinti a kardioidot. Ez az érintg a \ o \
fenti ekben kétszeres mul tiplicitasu. NG S

9.3.4. fel adat
Mut assuk nmeg, hogy a kardioid barnely kil s& pontjéabél nultiplicitéssa
szanol va) harom érint 8 htzhaté a kardi oi dhoz.

9.4. Allitéas
A héronszdg ol dal egyeneseit érinté kardi oi dok kézéppontjai ol yan egyene-
seken hel yezkednek el, anelyek egyméssal 60°-o0s (120° 0s) szdget zarnak be.

Bi zonyit as

Az indokl &s bizonyara kivitel ezhet& | enne az egyeneseknek a 9.2. &llitasban
szerepl & konkrét egyenletei révén, az addicios tétel ek al kal mazdsaval. De
Morl ey nem igy gondol kodott. 6 a 9.2.-beli egyenesek nagyon tavoli pont-
jaihoz tartozo6 hatal mas kardioi dokra utalt. Ha ranézink egy ilyen kardioi -

13 Tehat e egységnyi abszol Gt értékd konpl ex szam és P=2e €.
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dot tartal mazé 4bréra, akkor héronmszogunk, szukségképpen alig | esz negki-

| 6nb6zt et het 5 egyetl en ponttdél. M ntha egyetlen pontbdl haztuk volna neg a
harom érint 6t ugyanahhoz a kardi oi dhoz. A 9.3. Allitas szerint a kardioid
centrumanak az ol dal egyenesek iranyai atl aganak iranyaban kell el helyez-
kedni e minden ilyen nagy kardioidra, tehat a kardioidok centrumait tartal -
maz6 egyenesek parhuzanosak a héaronmszdg ol dal egyenes-irényai nak harom szdg-
har madol 6j aval

9.5. Allitéas

A haronszog ol dal egyeneseit érinté kardi oi dok kdézéppontjait tartal mazd két
egyenes netszéspontja a haronszog val anely ol dal &n tal &l hat 6 két szdge egy-
egy szogharmadol 6 egyenesének netszéspontj a.

Bi zonyit as
A gondol at nrenet el s¢ fele heurisztikus. E
Ha a kardioid centrunokat tartal nazé egyenesen
nozgat unk egy pontot, és ninden pillanatban
megr aj zol juk azt a kardioidot, anely a haronszdg
m ndharom ol dal egyenesét érinti és az adott pont
a centruma, akkor egy folytonosan valtoz6 képet

| at unk magunk el 6tt. Kis el nozdul &snal kicsit
valtozik a kardioid helyzete, mérete, rajta

ki csit npzognak arrébb az érintési pontok

Két egyenes netszéspontj 4bol kétf él eképpen is

val toztathat 6 fol ytonosan tovabb a kardioid, de a
kil 6nb6z& fol ytat asok | okal i san csak ezen a net-
szésponton at érhet ¢k el egymasbdl. Ennek az kel

| egyen az oka, hogy a metszésponthoz tartozd kardi oi dot az egyi k ol dal egye-
nes két helyen is érinti. Az egyi k egyenesen val 6 el nobzdul asnal az egyik
érintési pont kornyezetében |lesz tovabbra is érintés, a mésik egyenesen

t ovdbbhal adva, pedig a mési k érintési pont kozel ében | esz érintés.

E1 , €.

Rovi den szd6l va, a netszésponthoz tartozé kardioid két jogon is érinti az
ol dal egyeneseket, tehat az egyi k egyenest kétszeresen is érinti.

Ha az e; ol dal egyenes kettds, e, pedig kdézénséges érint s, akkor a bizonyitas
bef ej ezéséhez mar csak a 9.3. Allitasra kell hivatkoznunk abban a specialis
esetben, am kor az érintdsk: e, ez és nmég egyszer es; illetve e;, e; és nég
egyszer es.

9.5.1. fel adat
Hany ol yan kardi oid van, anely egy adott haronszog m ndharom ol dal egyenesét
érinti, és van ol yan ol dal egyenes, anelyet kétszer is?

9.6. Befejezés?

Mor | ey gondol at nenet ébsl kovet kezi k, hogy a haronszég szoghar nadol 6i nak

met széspontjai sok szabal yos haronszoget al kotnak'. A 7. tétel is be |lenne
bi zonyitva, ha a tételben enmitett F;, F,, F; szdgharnmadol 6- nmet széspont ok
F.F,, F,Fs;, FsF, egyeneseir¢l tudnank, hogy a 9.2. Allitasban enmlitett kilenc
egyenes kozul val 6k, és kil 6nbdzsek. Most erre csak egy ,szenl él etes” gon-
dol at nenet et adunk: a haronszdg ol dal egyeneseit érintg, F;, F,, Fzcentruni
kar di oi dok fol ytonosan egymasba vi het 8k az ol dal egyeneseket érintdé kardi -
oi dokon at, u4gy, hogy kdzben nem kapunk val anelyi k ol dalt kétszeresen is
érints kardioidot. Ez épp azt jelenti, hogy FiF,Fzaz enlitett 9 egyenes

al kotta héaronszdgek egyi ke, tehat szabdl yos.

14 27-et.
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9.7. fel adat

Készitsunk ani maci 6t! Rajzoljuk nmeg a fejezetben negisnmert kil enc egyenest,
és az egyi ken npzgatva a centrunot rajzoljuk ki minden pillanatban az

ol dal akat érint & kardi oi dot!

F
¥

#

#
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-
¥

L
R
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A letdlthets animaci 6 el érhet & a Fazekas honl apj an.
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Az utolsé rész fel adatai nak negol dasa

9. 3. 4.
Ha a (9.3.1.) egyenletben végrehajtjuk az (inverzidnak megfel el 8)
1
e® —
e

hel yettesitést, mjd atszorzunk c ée)-nel, akkor épp (9.3.1) konjugaltjat

1
kapjuk. Ez azt jelenti, hogy (9.3.1) negol didsai csak az € =— 0Osszefiliggés-
e

nek nmegfelel & tehat egységnyi konplex szanok | ehetnek, illetve a tovabb
gyokok ol yan péarokban fordul hatnak el 8, anmel yek tagjai egymas képei az egy-
ségkorre vonat kozé inverziénal. Ha bel &tjuk, hogy kil ss pontbdl |egal abb
két érints huzhatd a kardi oi dhoz, akkor a fentiekbsl mar koévet kezi k, hogy
har om hazhat 6.

Teki ntsiik a P kil s¢ pontbdl indul 6 fél egyeneseket. A PA fél egyenesnek és a
kardi oi d bel sej ének van kozds pontja, az ellenkezs iranyu fél egyenesnek pe-
dig nincs kozdés pontja a kardi oiddal és a bel sej ével sem M ndezek kovet -
keznek abbdl, hogy a kardioid bizonyos A-t tartal naz6 szakaszok végpontj a-
i b6l , bel sej e ugyanezen szakaszok bel s pontjai b6l all

Par anmeét erezzik a fél egyeneseket valanely P koridli | kor pontjaival! PA tar-
tozzék az A=PACI, az ellenkezs félegyenes az Ay kori ponthoz. Szinezzuk az
| koér pontjait pirossal és kékkel, az Xi| pont |egyen kék, ha a PX fél egye-
nesnek van kozés pontja a kardioid belsejével, illetve | egyen piros, ha
nincs. A kardioid el ébb enitett |eirasdbol kovetkezik, hogy ha X kék, ak-
kor a rovidebb A X iv pontjai is kékek, nig ha X piros, akkor a rovidebb AgX
iv is piros. Tehat a piros pontok is és a kékek is egy-egy ivet alkotnak

A Dedeki nd axi 6mabol adodi k, hogy a piros és a kék ivnek m ndkét A)A; iven
van egy-egy hatarpontja, By és B;. Annak al apj &n, hogy a kardi oi dvonal
konpakt, és a kardioid bel s pontjainak hal maza nyilt hal maz, negnut at hat 6,
hogy a PBy,, PB; fél egyeneseknek van kdz6s pontja a kardi oi ddal, de a
kardi oi d bel sej ével nincs kdz6s pontja. Mvel a kardioid ol yan al gebra
gorbe, anely nemtartal maz egyenest (igy szakaszt sem, ezért a PB, PB;

f él egyenesek csak véges sok kodzOs pontja van a kardi oi ddal, tehat érint sk

9.5. 1.
Az erednény 27=38"8, erre 3 gondol at nenetet is adunk

A A 9.5 Alitas alapjan szanolunk. Ha e; a kettdés érints, akkor az e, es,
es;, illetve az e;, e; ez egyenesharmasok szoghar madol 6i nak nmetszéspontj at
kell tekinteni. M ndkett& szoghar madol 6b6l harom van, igy 9 nmetszéspont ot
kapunk. Ugyanennyit kapunk, ha e; vagy e, a kettds érinté.

B) Tegyik ra a kardi oi dot az e; ol dal egyenesre, hogy kétszer is érintse.
Azut an toljuk el agy, hogy e,—t is érintse. Ezt haronfél eképpen is negte-
hetj Uk, hiszen barnelyik irannyal parhuzanosan haromérintgje is van a
kardi oi dnak. Ezutan nagyitsuk fel a kardioidot az Es=e;Ce, pontbdl ugy, hogy
érintse ez-at. Ezt is héaronfél eképpen tehetj ik neg, hiszen az ez irannya

par huzanosan is harom érinté8 van. Innen mar adédi k a 3°88.

C) Ezen kardioi dok centrumai a kardioi d k6zéppont ok al kotta egyenesek net -
széspontj ai ban vannak. Harom irany ni ndegyi kében harom egyenes van, igy

ezeknek 388 metszéspontja van.
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Fel hasznalt, illetve ajanlott irodal om
Gor bék

Pel i kan Jozsef: Kl asszi kus al gebrai gorbék. Az Ui matenmatikai nozai k cimi
kényvben( Typot ex, Budapest, 2002, http://wwv. typotex. hu/ book/ m 0071. htnj.

N. B. Vasziljev, V. L. GQutenmacher: Egyenesek és gorbék (Ipsameie m xpubhe,
Bubiuoreuka OMU3MKO- MAaTeMaTHMUeCKOM WKOJIE, Brnyck 4, Mocksa , Hayka”, 1978)

G N. Bergman: Gkl oi dok (Uwuxnonnma, Mocksa , Hayka”, 1978)

Xah Lee: A Visual Dictionary of Fanmous Pl ane Curves,
htt p: // xahl ee. or g/ Speci al Pl aneCurves_dir/ speci al Pl aneCurves. ht n

The MacTutor History of Mathematics archive/ Fanous Curves | ndex,
http://turnbull.ncs. st-and. ac. uk/ hi story/ Curves/ Curves. htm

Robert Ferréol: Encycl opédi e des fornes nmathemati ques renarquabl es,
http://ww. mat hcurve. cont
Szof tver ek

Az Euklides honl apjardél a program kil 6nb6z& verzi 6i és a segédkdnyve is
letdlthets: http://ww. euklides. hu/ hun/ eukl i des. ht m

Cabrilog, a Cabri szoftver honl apja
http://ww. cabri.com web/ nsite/htm /hone. ht n

A Cabri ,tudominyos” honl apja, a Grenoblei Al kal mazott Informatikai és
Mat emati kai I ntézet ol dalain: http://www+cabri.inmag.fr/cabri2/accueil-e.php

A Cinderella honlapja, http://ww.cinderella.de/tiki-index.php

Ed Sandifer el enzése a Cinderellarél a The Mathemmtical Associ ati on of
Aneri ca honl apjan, http://ww. maa. org/revi ews/cinderella.htmn

A ,The Geoneter’s Sketchpad” honl apja, http://ww.keypress. coni sket chpad/

A Sketchpad tandrai al kal nazasai nak gytjtenénye a Drexel Egyeteminternetes
Mat emat i ka Forumén: http:// mat hf orum or g/ sket chpad/ sket chpad. ht m

A Mapl e honl apja, http://ww. mapl esoft. com
St ephen Wl fram Mathematica, Addi son-Wsl ey Publishing Conpany, Inc.

A Wl fram Research honl apja (a Mathematica szoftver gyartoéja):
http://ww. wol fram cont

Lasd még a Fazekas G mmazi um matemati kai portaljan a szoftverekkel
kapcsol atos |inkeket: http://matek.fazekas. hu/ portal/linkek/szoftverek. htm

Arki Tamas: Probl émanmegol das a di nami kus geonetria eszkdzei vel
http://ww. sulinet.hu/tart/cikk/am 0/11723/1

Matematika Oktatasi Portdl, http://matek.fazekas.hu/ 34/35



Hrask6 Andras: Egy sziv titkal

Morley, Morley-tétel

» Egyszer " nmegol dasok:

D. O Sklarszkij - N. N. Csencov — 1. M Jaglom VA&logatott feladatok és
tételek az elenmi matemati ka korébsl 2/1 CGeonetria |. (Planinmetria), 118.
fel adat, Tankoényvki adé, Budapest, 1972. illetve 0j abban Typotex, |SBN. 963
9326 06 2.

H S. M Coxeter: A geonetridak al apjai, Miszaki Koényvki addé, Budapest, 1987
40-42. ol da

Lérincz Pal: Geometriai feladatok megol dasarol /A geonetriai transzformaci 6k
al kal mrezasa, az El 6 matemati ka kot et ben, Tankényvki adé, Budapest, 1968.

Bsséges oOsszefoglal 6 Morley tétel érdl
Presenting the Morley issue of Eureka, Crux Mathematicorum 1977, a 272.
ol dal t 6l

A tétel sziletéséhez vezet 8 gondol atnenetet a tétel hiressé val asa utéan sok
évvel Mrley egy |levélben nesélte el T. Hayashi japan professzornak, aki

| ekd6zolte a | evel et egy japéan | apban

F. Morley: On the intersection of the trisectors of the angles of a
triangle, Journal of the Mathematical Association of Japan for Secondary
Educati on

A levél, Dan Pedoe jegyzeteivel megtal 4lhatd a Crux fent emitett szamhban
is.

Morl ey-tétel a Mathworl d webl exi konaban
http:// mat hwor | d. wol f ram com Mor | eysTheor em ht ni

Al ex Bogonol ny ci kkei a cut-the-knot nmatenmati ka-portélon Mrl ey
kut at &sai nak tovabbi notivacioira is ravil agitanak:

http://ww. cut-the-knot.org/triangl e/ Mrley/index.shtm
http://ww. cut-the-knot.org/triangle/Mrley/CenterCircle.shtmn

Mor | eyr 6l :

Loui se Cochrane, Adelard of Bath: the first English scientist, British
Museum Press, London, 1994. L&sd az al abbi websiteon
http://faculty. evansville. edu/ ck6/bstud/ norl ey. ht n
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